Matematik, KTH
B.Ek

Tentamen TENB i kurs
SF1630(/SF1631), DISKRET MATEMATIK f{6r D m.fl.
onsdagen den 16 mars 2016, klockan 8.00-13.00.

Examinator: Bengt Ek, tel 7906951 (inte tillgdnglig under tentamen).
Tillatna hjalpmedel: Inga, inte ens riaknedosa.

Maximal poang pa de olika delarna ar T: 12p, P1: 12p, P2: 12p, P3: 10p.
For godkant kriavs minst 9p pa var och en av delarna T och P1.

For betyg A—FE kravs dels godként och dels poang enligt:

Forbetyge A B C D E

kravs totalt 37 32 - 25 - poang

varav - 12 8 - - padelarna P2 och P3 tillsammans
och 5 - - - - padelP3

Omdomet FX, dvs ratt att komplettera for betyg E, ges for skrivning som inte
ar godkand, men natt minst 18p totalt.

For att ge full poang maste losningarna vara ordentligt motiverade.
Satser fran kursen far (utom da annat ségs) anvindas utan bevis, om det klart
anges vad de sager.

Godkéand uppgift 1 pa 1siB htl5 ger automatiskt full
DEL T poéng pa uppgift ¢ (i = 1,2,3) och det ger da ingen yt-
terligare poang att 16sa den uppgiften pa skrivningen.

1a) (1p) Lat o vara en binér operation pa mangden G (dvs en funktion G x G — G).
Ange vad som krévs for att (G, o) skall vara en grupp.

b) (1p) Vad siger Lagranges sats om delgruppers storlek i en dndlig grupp?
c) (1p) Vad menas med att en grupp ar cyklisk?

2a) (1p) Vad menas med stabilisatorn for € X da gruppen G verkar pa
méngden X (dvs G &r en grupp av permutationer av X)?

b) (1p) Om en dndlig grupp G verkar pa méngden X, vilket samband finns
mellan storlekarna for banan (eng. orbit) och stabilisatorn for x € X7

c) (1p) Ar (Z,,,+, ) en ring for nagot sammansatt tal (dvs # 1, inte primtal) m7?

3a) (1p) Beskriv strukturen for (F' ~\ {0},), da (F,+,-) ér en &ndlig kropp.
b) (1p) Vad menas med karakteristiken for en (indlig) kropp (F,+,-)?
c) (1p) Vad séger faktorsatsen (eng. factor theorem) i F'x], F' en kropp?

4a) (1p) Hur manga fel kan rattas i en binér kod med minimala avstandet §7
b) (1p) I ett RSA-system med offentliga parametrar (n,e), vad ar E(x), den
krypterade formen av meddelandet =7

c) (1p) Vad innebir Fermattestet med bas b {or att testa primalitet?

Godkénd uppgift 2 pa 1siB ht15 ger automatiskt full
DEL P ]_ poéang pa uppgift 4 + i (: = 1,2,3) och det ger da ingen
ytterligare podang att 16sa den uppgiften pa skrivningen.

Vand!



5) (3p) Gruppen G har ett element g # 1 med g'? = 1 (G:s identitetselement).
Vilka av vardena 1, 2, 3, ..., 10 & mojliga for G:s ordning |G|7?

6) Lat G vara gruppen Uy av inverterbara element i ringen (Zsgg, +, ).

a) (2p) Finn alla banor da G verkar pa X = Zyy med multiplikation (i Zso).
b) (1p) Verifiera var formel ("Burnsides lemma”) for antalet banor i detta fall.
)

7) (3p) Finn alla moniska (dvs med hégstagradskoefficient 1) irreducibla polynom i
Zs|z] som delar bade f(z) = 2° + 23 +a* + 2+ 2 och g(z) = 2%+ 2° + 2% 4+ 1.

8) (3p) Det ar sant att 123459 = 4083 (mod 6767) (det behover du inte visa).
Finn ett k € Z, sadant att 4083* = 1234 (mod 6767).
[67 och 101 &r primtal.]

DEL P2

9) (4p) Lat SL(2,Z,) vara méngden av 2 X 2-matriser med element i Zy och
determinant 1. Visa att SL(2,Zs) &r en grupp och bestdm ordningen for vart
och ett av dess element.

10a) (2p) Visa att om p ar ett primtal &r
Pl —1=(r—-1)(r—-2)...(x — (p—1)) i Z,[x].
b) (2p) Visa Wilsons sats: (p — 1)! = —1 (mod p) om p &r ett primtal.

Resultatet i a) far anvéndas i b), dven om a) inte 1sts.

11) (4p) Lat G vara en grupp och S vara gruppen av permutationer av
méingden G (dvs alla bijektioner G — G med sammanséttning av funktioner som operation).
Finn en isomorfi mellan G och en delgrupp till S (och verifiera att den ér en isomorfi).

DEL PS For full podng pa dessa uppgifter kravs sarskilt vél

strukturerade och presenterade 16sningar.

12) (5p) Finn ett polynom g(z) € Zs|x] sadant att F' = {byja+by | bo, b1 € Zs},
dir a uppfyller att g(a) = 0, blir en kropp och f(x) = z'+ 223 + 1+ 2 € Zs[z]
kan faktoriseras i forstagradsfaktorer i F[z].

Ange ocksa en sadan faktorisering.

(f(z) och g(z) ses som polynom i F[z] genom att element i F' med b1 = 0 identifieras med bo.)

13a) (1p) Lat G vara hela symmetrigruppen for en kub (dvs besti av alla stela
avbildningar som ldmnar kuben invariant, inte bara rotationer). Vad ar |G|, G:s ordning?
b) (1p) Kubens hérn numreras 1, 2,..., 8. Hur manga element i G (fran a))
svarar mot udda permutationer i Sg (gruppen av alla permutationer av {1,2,..., 8})7
c) (3p) En fargning av en regelbunden tetraeders sex kanter kallas

kiral om tetraedern inte kan vridas sa att fargningen blir som sin
spegelbild. Hur manga sadana kirala fargningar finns det, om det

finns k farger att anvinda vid fargningen? En tetraeder

Lycka till!

Losningar kommer att laggas ut pa kurssidan.



