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Tryckfel kan forekomma.
la) (1p) Graferna G; = (V4, E1), G2 = (Va, E3) ar isomorfa omm det finns en bijektion
¢: Vi — Vo sadan att {z,y} € E1 < {o(z),d(y)} € Es for alla z,y € V4
b) (1p) En graf G = (V, E) dr sammanhingande omm {or varje z,y € V finns en van-
dI'lIlg/V&g/Stlg i G fran x till Y (om x = y férbinds de av "nollvigen”).
c) (1p) Det kromatiska talet, x(G), for en graf G = (V, E) &r det minsta antalet farger
som gor det mojligt att firga hornen sa att inga grannar har samma farg.

2a) (1p) Att en funktion f : X — Y &r en injektion betyder att for varje y € Y finns
hogst ett € X med y = f(z).

b) (1p) En méngd X har kardinalitet n omm det finns en bijektion f : N, — X, déar
N, ={1,2,...,n}.

c) (1p) Postfacksprincipen siger att om |X| > |Y| finns ingen injektion f: X — Y.

(Flera alternativ mdjliga, t.ex. ”Om n brev ligger i n postfack finns minst ett fack med minst tva brev”.)

3a) (1p) En binar relation R pa en méangd X ar symmetrisk omm 2Ry = yRx or alla
z,y € X.

b) (1p) Antalet sitt att vélja n ganger bland k saker, utan hinsyn till ordningen och med

vt . .. _ k—1)!
mojliga upprepningar, ar (”Zfl 1) = %

c) (1p) Antalet funktioner f: X —» Y, da | X|=m, |[Y|=n, ar n™.

1, n=1
4a) (1p) Mobius p-funktion ges av pu(n) = ¢ (—=1)*, n en produkt av k olika primtal,
0, n delbart med nagon primtalskvadrat.

b) (1p) w € S,, 4r udda omm den &r en produkt av ett udda antal transpositioner (2-cykler).
¢) (1p) Permutationerna «, 8 € S,, ér konjugerade omm det finns o € S,, med 8 = cac 1.

5) (3p) G = (V, E) ar en reguljar, eulersk graf. Vi skall visa att |V| &r en delare till |E|.

Lé6sning:

Lat G vara d-reguljir, dvs valensen §(z) = d for alla « € V. Eftersom G éar eulersk ar d
enligt kind sats (Euler) ett jamnt tal.

I en graf giller alltid >_,_,, 6(z) = 2|E|, sa i vart fall d|V| = 2|E| och |E| = £|V|.

4 &r enligt ovan ett heltal, s& [V| | |E| och saken &r Klar.

6) (3p) Vi soker alla © € Zo7s som uppfyller 45z + 147 = 0.

Lo6sning:

Ekvationen svarar mot 45x + 147 = 273k, dvs 45x — 273k = —147, {6r nagot k € Z.
Eftersom 273 = 6 - 45 4 3, 45 = 15 - 3, dr enligt Euklides sgd(45,273) = 3 och ekvationen
ekvivalent med (dividera med 3) 152 — 91k = —49.

273=6-45+3 ger (dividera med 3 och stuva om) —1=15-6— 917 sa —49 = 15(6 . 49) —91-49 =
15294 — 91 -49 = 15(294 — 3-91) — 91(49 — 3 - 15) = 1521 — 91 - 4.

(x,k) 16ser da 152 — 91k = —49 omm (subtrahera ledvis) 15(x — 21) = 91(k — 4) och alla z-
losningar ges av x = 21 + 91n, n € Z (ty sgd(15,91) = 1). De som svarar mot element i Zy73 ar
(n=0,1,2) x = 21,112, 203.

(Alternativt: 45x + 147 =373 0 ar ekvivalent med 15z + 49 =91 0 (dela med 3, ocksa i modulen) och med
0 =91 90z + 294 =91 —z + 21 (multiplicera med 6, ok ty sgd(6,91) = 1) och z = 21 + 91n som ovan.

Eller: (”Eulers metod”) 45z — 273k = —147 & z = 6k — 3+ %. Lat y = %, sa ekvationen med z, k € Z ar
ekvivalent med 45y — 3k = —12 < k = 4+ 15y och y € Z. Inséttning ger x = 6(4+15y) —3+y =21+91y, y € Z.)

Svar: Alla 16sningar i Za73 ar 21, 112 och 203.




7) (3p) 69 elever kdnner minst en av a och b, 71 minst en av b och ¢, 56 minst en av a och
¢, 39 kdnner a, 51 b och 42 ¢. Vi soker antalet som kdnner nagon, men inte alla, av a, b, c.

Losning:

Lat A, B, C vara méangderna elever som kanner a, b respektive c.

Givet ar att [AUB| =69,|BUC| =71,|AUC| =56, |A| = 39,|B| =51, |C| = 42.

Det ger (inklusion och exklusion) |A N B‘ = |A‘ + ‘Bl — |A U B| =39+51—-69 =21 och p.s.S.
IBNC|=51442—-71=22o0ch |[ANC| =39+ 42 — 56 = 25.

Enligt principen om inklusion och exklusion &r

|[AUBUC| =|A|+ |B|+|C|—(|JANnB|+|BNC|+|ANC|)+|AnBNC|.

Det ger den sékta |[AUBUC|—|ANBNC| = |A|+|B|+|C|—(|ANB|+|BNC|+|ANC|) =
39+ 51 +42 — (21 4+ 22 + 25) = 64.

Svar: 64 elever kdnner nagon, men inte alla, av a, b, c.

8) (3p) Vi soker antalet inverterbara element i Zq400.

Losning:

x € Z14po ar inverterbart omm sgd(x, 1400) = 1, sa det sdkta antalet &r

H{z € Z|1<ax <1400,sgd(x, 1400) = 1}| = ¢(1400), dér ¢ ar Eulers ¢-funktion.

1400 = 14-100 = 23-52-7, 84 (enligt kind sats) ¢(1400) = (2—1)23~ 1. (5—1)52-1.(7—1)7!-1 =
1-4-4-5-6-1=480.

Svar: 480 element i Zj499 ar inverterbara.

9) (4p) Vi soker antalet kanter i en plan sammanhingande graf med 22 horn vars alla ytor
har precis 4 kanter.

Losning:

Lat v, e, r (som vanligt) vara antalen horn, kanter och ytor i och vid grafen.

Dé dr 2e = (.., (antalen kanter vid varje) (kanterna riknas dubbelt), sa 2e = 4r, dvs e = 2r.
Enhgt Eulers polyederformel (plan, sammanhéngande graf) ar

v—e+r=22—2r+r =2 sar=20oche=2-20=40.

Svar: Grafen har 40 kanter, inga andra moéjligheter.

(Man kan med exempel visa att det verkligen finns en sddan graf, men det kridvdes inte i uppgiften.)

10) Vi séker antalet "ord” (a, 1p) som kan bildas med 5 A:n, 4 Bin, 3 C:n, 2 D:n och ett E
och (b, 3p) antalet sidana ord som inte har nagra A:mn jimte varandra.

Losning:

Det totala antalet sadana ord ges av multinomialtalet (5’ 4}3572’1) = W‘Tz,l, (antalet funk-
tioner {1,2,...,15} — {A,...,E} som antar virdet A 5 ganger, B 4 ganger etc).

Antalet ord utan A:n intill varandra ar antalet ord av 6vriga 10 bokstéiver ganger (multi-
plikationsprincipen) antalet sétt att vélja ut 5 positioner for A:na bland de 11 fére, mellan

. . . ! 1
och efter de 6vriga bokstéverna, dvs (4 3102 1) . (151) = 74,,31!92‘!_1! : 751!.16.!_

Svar a: o' (= 37837800) ord, b: goaae— (= 5821200) ord.

11) m € Sy gesav m = (14)(263)(57). Vi skall avgéra om det finns k € N, o € S; med

(a, 2p) oo~ = (12) och (b, 2p) oot = (123).

Losning:

Eftersom o € S7 och 8 = ocao~! har samma cykelstruktur och det for varje 8 € S7 med
samma cykelstruktur som « ocksa finns ett sadant o, finns k, o som uppfyller villkoren omm
det finns k sddant att 7% har cykelstruktur (a) [1° 2] respektive (b) [1* 3].

7P = (14)%(263)*(57)%. (ab)* &r tva 1-cykler om k &r jimnt, en 2-cykel annars. (abec)® dr
tre 1-cykler om 3 | k, en 3-cykel annars.

7¥ kan alltsa bara ha cykelstrukturerna [22 3], [14 3], [13 22], [17]. Det betyder att svaret i a)
ar nej och i b) ja.

Ib) kan man ta k = 2. Det ger 7% = 72 = (236) och vivillhao(236)0~! = (0(2) 0(3) 0(6)) =
(123). Ett mojligt val &r 0(2) = 1, 0(3) = 2, 0(6) = 3, 6vriga godtyckliga, t.ex. o(1) =
4, 0'(4) =5, 0'(5) =6, 0(7) =1, sa o = (]. 45632) (Ett enklare val &r o = (16).)

Svar a: Nej, sddana k, o finns inte, b: Ja, de finns, t.ex. k =2, 0 = (145632).




12) Vi soker resten da 2810""* divideras med (a, 2p) 13 och (b, 3p) 299 = 13 - 23.
Lo6sning:

Vi séker det 2 med 0 < z < m som uppfyller 2 = 281" (mod m), dér m = 13, 299.

a. Eftersom sgd(28,13) = 1 och 13 ér primtal ir 282 =3 1 (Fermats lilla sats), S4 om T =12 ¥
ar 28% =13 28Y (y = = + 12k = 28Y = 287 . (28'2)F =5 287 . 1k = 287).

102014 =1y (=2)201 = 41007 =19 4 (ty 42 =16 =154, 58 4" =p 4 for n =1,2,...), S&

28107 = 2984 =1, 24 — 16 =5 3.

b. Svaret i a) och 2810%°™ (mod 23) bestammer enligt kinesiska restsatsen vart sokta x.

23 ar primtal, sa vi kan resonera som i a).

102014 =, 02014 = 0, 54 102°1* = 2y for ndgot y € Z. 102014 =11 (—1)2014 =1, 58 2y =1 1
och y =11 6 (kan férlinga med 6, ty sgd(6,11) = 1), dvs y = 6 + 11z for nagot z € Z.

Det ger 10291 = 2(6 + 112) = 12 + 22z, dvs 10%°1* =55 12 och

281077 =, 9812 =), 512 — 256 =,, 26 = 64 = 18.

Det ger 2810°°™ = 18 4 23t for nagot t € Z. Enligt resultatet i a) galler 18 + 23t =13 3, sa
5 — 3t =13 3, 3t =13 2 och (forling med 9 (sgd(9,13) = 1)) 27t =13 t =13 18 =13 9, sat=>5+ 13u
for ett u € Z. Det ger 2810 = 18 4 23t = 18 + 23(5 + 13u) = 133 + 299u =999 133.

(Man kan forstas ocksé anvénda metoden i sidorna om kinesiska restsatsen.)

Svar a: Den sokta resten ar 3, b: Den sokta resten ar 133.

13) F,G: [1,00[— C, i) &r "G(z) = anx F(£)” och i) &r " F(x) = anx pu(n)G(E)".
Vi skall visa (a, 1p) i) = ii) da « = 3 och fér z > 1: (b, 2p) ii) = i) och (c, 2p) i) = ii).
Lo6sning:

a. Vi antar 7) och visar ii) for z = 3.

Enligt i) ir G(2) =F(3) + F(§)+ F(3)+ F(3), G(§) = F(§) + F(3) och G(
sé HL 1 47) blir for & = § (med u(1) =1, w(2) = u(3) = —1, p(4) = 0) Y, , ()G ()
=G(3)-G(}-G(H)+0= (FE+F(H+FE)+FR) - (F()+F(E) - (F(3) = F(3) =
VL i 4i). a-saken &r klar.

b. Fér ett fixt z > 1 antar vi ii) och far for unid): 3° o F() 9 Yon<a 2am<z HM)G(55).
{(m,n) |m,n € Zy, n <z, m< I} svarar bijektivt med » = mn mot

{(m,r) [m,r € Zy, r <z, m|r}, sd summan blir 3° . G($) X, p(m).

Enligt en kiind sats dr >°, |, p(m) = 6(r) = {(1), ginrarzs .

> < G(7)0(r) = G(x) = VL 1 i). b-saken &r ocksa klar.
c. For ett fixt > 1 antar vi i) och far for HL i 7):

Y on<a HM)G(5) o] Y on<a () D0, <= F(55), som kan behandlas som summan i b).

n

[][9V)

)= F(

[S][98)

);

s& HL 1 4) blir

{(m,n) |m,n € Zy, n <z, m< I} svarar bijektivt med » = mn mot
{(n,r) | n,r € Zy, v <z, n|r} sd summan blir 3 . F(F) >, p(n).
Som ib) &r 3, pu(n) = 6(r) sd HL i ii) blir }° . F(3)d(r) = F(z) = VL i ii).

r<z r
Aven c-saken ar klar.




