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1a) (1p) (G,o) &r en grupp omm 1. (zoy)oz = xo(yoz) for alla x,y, z € G (associativitet),
2. Det finns e € G sadant att eox =z oe =z {or alla x € G (identitetselement) och

3. For varje x € G finns 271 € G med z oz~ ! = 271 oz = e (inverselement).
(Villkoret om slutenhet behdvs inte, eftersom vi forutsatt att o : G X G — G.)

b) (1p) Grupperna (Gy,*) och (Ga,0) &r isomorfa omm det finns en bijektion 5 : G7 — Go
sadan att S(gxh) = B(g) o B(h) for alla g, h € G;.

c) (1p) En grupp G é&r cyklisk omm det finns ett © € G sadant att {or varje g € G finns
(HliIlSt) ett n € Z med g=2a" (omn <0&rz" = (z"1)™").

2a) (].p) Stabilisatorn for x € X ar G, = {g eG | gr = QC} (gz &ar resultatet av g:s verkan pa x).
b) (1p) Om x € X har banan Gz och stabilisatorn G, géller |G| = |Gz| - |G4|.

c) (1p) Ja, varje kropp &r en ring och eftersom t.ex. (Za,4+,) och (Q,+,-) &r kroppar, ar
de ringar som ocksa &ar kroppar.

3a) (1p) For varje k € {10,11,12,...,30} finns en ring med k element, t.ex. (Zg,+, ).
b) (1p) Om (F,+,-) &r en &ndlig kropp dr (F \ {0}, ) en cyklisk grupp.
c) (1p) Faktorsatsen: Om f(z) € F[z] & x — « en delare till f(z) omm f(a) =01 F.

4&) (lp) Koden C C (Zg)n ar hnjar omm a+ b € C for alla a, b € C (komponentvis addition).
b) (1p) Kontrollmatrisen H ger en linjar kod som réattar minst ett fel omm alla H:s kolonner
ar olika och skilda fran O (kolonnen med alla element 0).

c) (1p) Fermattestet med bas b (b € z,, b < N) for att avgéra om N € Z &r ett primtal:

Ar b¥—1 =1 (mod N)? Om svaret &r "nej” &r N inte ett primtal.

5) (3p) Vi soker mojliga virden for ordningen o(g) da g € H N K och H, K &r delgrupper
med |H| =21 och |K| =91 till en grupp G.

Lo6sning:

Ordningen for ett element i en grupp delar gruppens ordning, sa o(g) ’ |H|, | K|, saledes
o(g) | sed(|H|, |K]|) = sgd(21,91) = 7. o(g) maste alltsa vara en av 1 och 7.

Om G é&r cyklisk med mgm(21,91) = 273 element, sig (Za73,+), blir H = (13), K = (3)
och HN K = (39), en cyklisk grupp med 7 element, sa bade 1 och 7 &r mojliga.

Svar: De mojliga vardena fér o(g) &r 1 och 7.

6) Vi soker dels alla banor och dels stabilisatorerna G och G7, da gruppen G = {1,3,5,7}
(med operationen multiplikation mod 8) verkar pfoi X = Z15 enligt g(.]?) =Y.

Losning:

Man finner

GO ={01,03,0°,07} = {0}, G1 = {1},13,15,17} = {1}, G2 = {21,23,2% 27} = {2,8} = G8

och p.s.s. G3 ={3,12} = G12, G4 = {4}, G5 = {5}, G6 = {6}, G7 = {7,13} = G13,

GO = {9}, G10 = {10}, G11 = {11}, G14 = {14}.

Eftersom G6 = {6} ar Gg = G (ty g(6) = 6 for alla g € G).

1(7) =7 =7,3(7)=13,5(7) =7, 7(7) = 13, sa Gy = {1,5}.

Svar: Banorna ér {0}, {1}, {2, 8}, {3,12}, {4}, {5}, {6}, {7,13}, {9}, {10}, {11}
och {14}. De sokta stabilisatorerna dr G¢ = G och Gy = {1,5}.

7) (3p) Vi soker den moniska storsta gemensamma delaren till f(x) = 2° + 223 + 22 +2+3
och g(z) = 2® + 2° + 2% + 32 + 2 i Zs[z].

Losning:

Vi anvander Euklides algoritm och finner med polynomdivision

g(z) = (x+ 1) f(z) +ri(z), dir 71 (z) = 32* +22° + 42?2 +4x +4;  f(z) = 2z +2)r1(z) +0.
r1(x) &ar alltsa en storsta gemensam delare till f(x) och g(x).

Den moniska fas (eftersom 23 = 11 z5) som 2 - 71 (x) = 2* + 42 + 322 + 3z + 3.

Svar: Den moniska stérsta gemensamma delaren &r z* + 423 + 322 4 32 + 3.




8) Ett RSA-system har offentliga (n,e), ddr n = 4331[= 61-71). Vi séker (a, 1p) de av
205, ...,209 som &ar mojliga for e och (b, 2p) ett motsvarande d-virde f6r nagot av de e:na.

Losning:

Villkoret pfci e ar att sgd(m, 6) = 17 dar (om n = p - q med p, g primtal)
m=(p—1)(g—1)=60-70=4200=23-3-52.7.

Eftersom 2 | 206, 208 och 3 | 207 och 5 | 205 och 2,3,5,7 1209 &r det enda mojliga e = 209.
Motsvarande d bestams av e - d =, 1.

Euklides algoritm: 4200 = 20209 + 20, 209 =10-20+9, 20=2-94+2,9=4-2+1, sa
1=9-4-2=9-4(20—2-9) = —4-204+9-9=—4-20+9(209—10-20) = 9-209—94-20 =
=9-209 — 94(4200 — 20 - 209) = —94 - 4200 + 1889 - 209 och vi kan ta d = 1889.

Svar a: Det enda mojliga e = 209, b: Motsvarande d = 1889.

9) (G, ) ar gruppen (U(Zsg), ) och H &ar den minsta delgruppen till G med 5 € H. Vi skall
(a, 2p) finna alla G:s element och (b, 2p) finna alla H:s element och sidoklasser.

Losning:
Eftersom U(Zsg) bestar av alla x € Zgg som uppfyller sgd(x,36) = 1 och 36 = 2% - 3%, ir
G ={1,5,7,11,13,17,19,23,25,29, 31,35}
H bestar av alla potenser av 5 (de bildar en delgrupp och maste alla inga i H). Man finner
52 =925, 5% =5-25 =17, ... och H = {5,25,17,13,29,1}. |G~ H| = 6 = |H|, si H har
bara en ytterligare (dvs utover H sjalv) sidoklass, G ~ H = {7,11,19, 23, 31, 35}.
Svar a: G = {1,5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 35},

b: H = {1,5,13,17,25,29}, dess sidoklasser &r H och {7,11,19, 23,31, 35}.

10) (2p) Vi skall (a, 2p) beskriva en kropp (F,+,-) med |F| = 49 med nollstélle o till
22 4+ 3z + 5 och (b, 2p) finna ett k € F med k? + 1 = 0.

Losning:

Vi skall ha |F| =49 = 72, s& F skall ha karakteristik 7.

Polynomet f(z) = 2% + 3z + 5 € Zz[z] saknar nollstillen (f(0) = f(4) = 5, f(1) = f(3) =
2, f(2) =1, f(5) = f(6) = 3), sa det ar irreducibelt (andragradspolynom utan nollstille) och vi kan ta
F = Z7[1’]/(f(1‘)) och kalla x:s klass for o (det &r ju en kropp med 7% = 49 element och f(a) = 0).
Da ar F = {r +sa | r,s € Zz} och man rdknar i F ”som vanligt” i en kropp och
a? = da + 2 (eftersom f(a) = 0 i F). Sa (7”‘1 + sla) + (7"2 + SQQ) = (7‘1 + 7’2) + (81 + 82)01
och (r; + s1a)(ra + saa) = (r172 + 28182) + (1182 + s17r2 + 48152) .

Eftersom a? +3a+5=a?+10a+5 = (a+5)? + 1 uppfyller k =5+ a € F att k? +1 = 0.
(Man kan ocksd sitta k = r + sa, K2 4+1= (rz + 252 + 1) + (2rs + 432)(1 och 16sa 7 +2s2 +1=2rs+4s> =01
Zz7. Det ger k = £(5 + «).)

Svara: F={r+sa|r,s €Zz},a+b,a-bovan, b: k =5+ « (eller k = 2 + 6a).

(Alla kroppar med p* element ir isomorfa, sé k € F med k? + 1 = 0 finns. Vi sokte 18sningarna uttryckta i a.)

11) Vi har gruppen (Zgs31 \ {0}, ) och soker antalet element i den som har ordning (a, 2p)
114 och (b, 2p) 115.

Losning:

Gruppen har ordning 9431 — 1 = 9430 och 114 t 9430, sa inget element har ordning 114.
Eftersom 9431 &r ett primtal ar (Zgas1, +,-) en dndlig kropp, sa (Zgsz1 ~ {0},-) ar en cyk-
lisk grupp. 115 | 9430, sa enligt kdnd sats (Biggs Thm 20.9) har precis ¢(115) = ¢(5 - 23) =
(5—1)(23 — 1) = 88 element i gruppen ordning 115.

Svar a: Inget element har ordning 114, b: Precis 88 element har ordning 115.




12) Ett ideal i en ring (R,+,-) ar ett J € R med (J,+) en delgrupp till (R,+) och
a-r,r-a € Jforallar € R, a € J. Viskall visa (a, 2p) att omm € Z ar J,,, = {k-m | k € Z}
ett ideal i ringen (Z,+,) och (b, 3p) att om ~ &r en ekvivalensrelation i en ring R siddan
att ~ respekterar + och - sa dr J. = {x € R| x ~ 0} ett ideal i R.

Losning:

a. (Jym,+) ar en delgrupp till (Z,+), ty (kind sats) 1. J,, # D (ty 0=0-m € Jn),
2.a,beJ, =a+beJ,oma,bEZ (tya=k-mb=k -m=a+b=(k+k') -m),
.aced,=—-aeJ,oma€Z(tya=k-m= —a=(—k)-m).

OmrEZ,aGJm géllera-r,r-aeJm (tya=k-mgera-r=r-a=(kr) -m).

Eftersom .J,, C Z ar J,, alltsa ett ideal i Z, a-saken ar klar.

b. (J~,4) &r p.s.s. en delgrupp till (R, +), ty 1. Jo # & (ty 0 ~ 0 (~ reflexiv)),
2.a,beJ.o=at+beJ.ooma, b€ R (tya~0b~0=>a+b~a+0=0+an~0+0=0, ~ transitiv),
.aceJ.=—-aeJ.oma€ER (tya~0=0=—-a+a~—a+0=—a, sd —a~ 0 (~ symmetrisk)).
Omre RaeJ. gillera-r,r-a€J. tya~n0=a-r~0-r=0,r-a~r-0=0).

Eftersom J. C R &r J. alltsa ett ideal i R, ocksa b-saken &r klar.

(a. foljer ocksa fran b. (med =,, som ~), om man visar att =, ar en ekvivalensrelation som respekterar + och -.)

13) 120 identiska kulor placeras i 4 lador, med n; > 0 st i lada ¢ = 1,2,3,4. Vi soker
(a, 2p) a4, as1, ase, a911, aiiil, antalet fordelningar med ny; = ny = ng = ny, antalet med
n1 = ng = ng, antalet med ny = nyo och ng = ny4, antalet med n; = no resp. det totala
antalet och (b, 3p) p4(120), antalet partitioner av 120 i precis 4 delar.

Losning:

a. Det finns bara ett satt att ligga lika manga (30 st) i varje lada, sd ag = 1.

Om det dr lika manga i tre av ladorna, kan det antalet vara 1,2,...,39 (ingen tom), s&
agp — 39.

Fordelningar med lika manga i ladorna parvis motsvarar precis uppdelningar av 120 i tva
positiva jamna tal, s ass = 59.

Om det &r lika manga i tva av ladorna kan det antalet vara 1,2,...,59 och med k st
var i dem kan 6vriga 120 — 2k kulor fordelas pa 119 — 2k sétt i de aterstaende ladorna.
1174+ 1154+...+1 = w = 592 (aritmetisk serie), S& @911 = 592,

((12054)+3) = 7119'%)}28'117 (forst en kula i varje,

Det totala antalet satt att fordela kulorna ges av
s& oordnat val med upprepning bland aterstdende kulor), Sa ai111 = 119 - 59 - 39.

b. Att betrakta ladorna som identiska innebéar precis att se det som samma fordelning da
ladorna kastas om, sa det sokta antalet ar antalet banor bland fordelningarna i a. da grup-
pen Sy verkar med omkastning av ladorna.

Vi anvénder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs).

Sy:s 24 element #ir av fem typer, med cykelstrukturer [1%], [212], [22], [31], [4].

Antalen element av dem &r respektive 1, 6 ((3)), 3 (vilken med lada 1?), 8 (vilken ensam?, tva olika
3-cykler av resten) OCh 6 (6 majliga ordningar bland dem 1ada 1 tas till).

|F(7)|, antalet konfigurationer som inte dndras av m € Sy, ges av respektive

aiill, 211, 22, a3y och a4 (konfigurationen bevaras precis om lddor i samma m-cykel innehéller lika manga
kulor).

Sa antalet partitioner ps(120) = antalet banor under S4:s verkan pa férdelningarna =

= ‘5*1“27@54 |F(m)] = 95(1- a1111 + 6 - ag11 + 3 - aze + 8- az1 + 6 - as).
Svar a: a4 = 1, az; = 39, a2z = 59, az;; = 59%(= 3481),
ai111 = 119-59 . 39(= 273 819),
b! p4(120) = i(l cai1111 + 6 - az11 + 3. a2 + 8. asi + 6 - a4)(: 12 300).




