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8 januari 2015
Tryckfel kan forekomma.

la) (1p) Graferna G; = (V4, E1), G2 = (Va, E3) ar isomorfa omm det finns en bijektion
¢: Vi — Vo sadan att {z,y} € E1 < {o(z),d(y)} € Es for alla z,y € V4
b) (1p) En hamiltoncykel i en graf G = (V, E) ar en cykel (dvs en f8ljd vi, v, ..., vn, v1 med
v; € V, {vs,viz1} € E och alla v; olika) som innehaller alla grafens horn.
c) (1p) Halls sats siger att en bipartit graf (X UY, E) har en fullstindig matchning av
X-hornen omm for varje A C X géller |J(A)| > |A|, dar J(A) ={y €Y | {z,y} € E}.

2a) (1p) Att en funktion f : X — Y &r en bijektion betyder att for varje y € Y finns
precis ett € X med y = f(x).

b) (1p) En méngd X &r 6veruppraknelig omm det inte finns nagon bijektion f: N — X
eller f: N, = X, dar N,, = {1,2,...,n} for n € N.

c) (1p) Postfacksprincipen siger att om |X| > |Y| finns ingen injektion f: X — Y.

(Flera alternativ méjliga, t.ex. ”Om n brev ligger i m postfack, n > m, finns minst ett fack med minst tva brev”.)

3a) (1p) En bindr relation R pa en méngd X &r transitiv omm (zRy och yRz) = 2Rz

for alla z,y,z € X.
{n!, om m =n,

0, om m #n.
c) (1p) Om A, B,C ir dndliga méngder séger principen om inklusion och exklusion
att [AUBUC| = |A|+|B|+|C|— (JANB|+|ANC|+|BNC|)+|ANnBNC|.

b) (1p) Antalet bijektioner f: X — Y da |X|=m, |Y| =n ar

4a) (1p) Eulers ¢-funktion ges av ¢(n) = [{x € N| 1 <z < n,sgd(z,n) = 1}{(= |Unl)-
((Korrekta) svar som anger hur ¢(n) berdknas utgdende fran n:s primtalsfaktorisering godtas ocksa.)

b) (1p) En permutation av en mingd X &r en bijektion 7 : X — X.

¢) (1p) Permutationen « € S,, &r jimn omm den kan skrivas som en produkt av ett jamnt
antal transpositioner (dvs nagra 7 € S,, med, for nagra ¢ # j, 7(i) = j, 7(j) =14, 7(k) = k om k # 1, j.

5) (3p) Vi soker mojliga virden for |V| da grafen G = (V, E) ar reguljar, sammanhéngande
och plan och |V| ar lika med antalet omraden G delar in planet i.

Losning:
Eftersom G ar sammanhéngande och plan (och v > 0) Ar (med vanliga beteckningar) UV — € + 1 = 2
(Eulers polyederformel). Med v = r ger det 2v — e = 2.
I en graf giller alltid )y, 6(z) = 2¢, sa om G ér d-reguljér &r v-d = 2e, s e =
Det ger 2v — 90 =2,s4 (4—djv=4. 4—d|4sd4—d=1,2,4
e 4—d=1,d=3gerv=4=r e=06, grafen Ky,
e 4—d=2,d=2gerv=r=2=e, 2 horn, dubbla kanter mellan (inte en enkel graf),
e 4—d=4,d=0gerv=r=1, e =0, grafen med ett horn och inga kanter.

vla,

.

Svar: Mgjliga antal omraden ar 1 och 4 (och, med G icke-enkel, 2).

6) (3p) Vi soker alla z,y € Z med 91z + 133y = 686.

Lo6sning:

Eftersom 133 =1-91+42,91 =2-42+7,42 = 6-7+ 0, ar enligt Euklides sgd(91,133) =7
och ekvationen ekvivalent med (dividera med 7) 13z + 19y = 98.

7=91-2-42 291—2-(133—91) =-2-133+3-91 ger (dividera med 7) 1= —2~19—|—3~13,
sa (multiplicera med 98) 13294 + 19(—196)

(I,y) loser da 13z —+ 19y = 98 omm (subtrahera ledvis) 13(58 — 294) = 719(y —+ 196) och alla
l6sningar ges av @ = 294 + 19n, y = —196 — 13n, n € Z (ty sgd(13,19) = 1 etc.). n =k — 15 ger
en trevligare form: x =9+ 19k, y = —1 — 13k, k € Z.

(Alternativt: (?Eulers metod”) 91z +133y = 686 & « = 7—y+ 22522¥ Lat » = 225820 (¢ 7), 54 42y + 912 = 49

och y = 1— 2z + 71272. Lat nu m = %(6 Z), s& 42m + 7z = 7 och z = 1 — 6m. Insittning ger y =

1-2(1—6m)+m=—-1+13m,z=7—(—1+13m)+ (1 —6m) =9 — 19m, m € Z. Samma lésningar som ovan.)

z=9+19%, L 7

Svar: Alla l6sningar ges av {y — _1— 13k,




7) (3p) Vi soker antalet fordelningar av 11 saffransbullar och 25 andra bullar (inbérdes identiska)
bland 16 (sarskiljbara) barn, sa att varje barn far minst en bulle, varav hogst en saffransbulle.

Losning:
.o o 1
Saffransbullarna kan fordelas pa (1) = 265 (ta ut de barn som far en).
pa {1y 115!

Ovriga 5 barn far varsin bulle och sedan aterstar att fordela 20 bullar bland de 16 barnen,

. . o | ..
vilket kan goras pa (201+515) = 153,"'52'0, satt (vilj 15 viiggar bland bullviggarna).

Enligt multiplikationsprincipen #r det sokta antalet fordelningar (1°) - (32) = 5325
Svar: Det finns &35 (= 14187015 722 880) sddana férdelningar.

8) (3p) Vi soker det maximala antalet parvis icke-konjugerade udda permutationer i S7.

Losning:

Konjugering ar en ekvivalensrelation i S, och konjugerade permutationer har samma paritet,
sa det géller att finna antalet ekvivalensklasser med udda permutationer i S7 (maximala antalet
fas genom att ta en ur varje sadan klass), dvs cykelstrukturer med ett udda antal cykler av jamn
langd (= de med ett jamnt antal cykler).

De strukturerna ar: [61], [52], [43], [41%], [3212], [231], [21°], totalt 7 stycken.

Svar: Det maximala antalet sidana permutationer ar 7.

9) (4p) Vi soker alla € Z med x = 21" (mod 11) och z = 515! (mod 31).

Losning:

11 &r primtal och sgd(21,11) = 1, s& 210 =1 1 (Fermat) och 214! =;; 1. 21 =15 10.

P.s.s. fas 5139 =3, 1 och 516! =5; 12 - 51 =4; 20.

Den forsta ger att x = 10+ 11¢ for nagot ¢ € Z. Vilka ¢ som dr mojliga bestdms av den andra,
10 + 11t =31 20 < 11t =31 10 & (sgd(3,31) = 1, sé 3 inverterbart) 2t =31 33t =31 30 =215 &
(sgd(2,31) = 1, sa 2 inverterbart) £ =371 19, sat=15+ 31k, k gOdtkahgt heltal.

Det ger x = 10 + 11(15 + 31k) = 175 4 341k

Svar: Alla l6sningar ges av ¢ = 175 + 341k, k godtyckligt heltal.

(Man kan forstas ocksd fa x som i stencilen om kinesiska restsatsen.)

10) (4p) Vi visar att ett trdd T = (V, E)) med |V| > 2, har minst tva hérn med valens ett.
Losning:

Eftersom T &r sammanhéngande och |V| > 2 &r §(v) > 1 for allav € V.,

Antag (for motségelse) att d(v) > 2 for alla v utom hogst ett. Da ar

Dowey 0(0) Z2([VI = 1) + 1 =2[V| =1>2[V[ =2 =2(]V] - 1) = 2[E[ = }_ ¢y 6(v)

(dér vi anvént att |[E| = |V| — 1 i ett trdd med minst ett horn och att 2|E| = 3=, v, 6(v) i varje graf).
Motséagelse, sa saken ar klar.

11) (4p) 0,7 € Sz dro = (15)(2463), 7= (1645732). Visoker allaw € S; med mow = 7.
Losning:

monr =1 & (n0)? =moro =710 = (1645732)(15)(2463) = (173)(256)(4).

3-cyklerna kan fas som kvadrater av 3-cykler, eller bada fran kvadraten av en 6-cykel (flera
mojliga). 1-cykeln maste komma fran en 1-cykel i 7o.

Man finner de olika méjliga 7o: (137)(265), (127536), (157632), (167235), som ger
7= (no)o! = (n0)(15)(2364) = (127)(35)(46), (13)(26475), (1764), (256437).
Svar: Alla lésningar dr m = (127)(35)(46), (13)(26475), (1764), (256437).




12) (5p) Ki7:s kanter har fargats med tre farger. Vi visar att det finns en enfirgad triangel.

Lo6sning:

Som i exemplet i Biggs 10.1, men ”ett steg till”.

Valj ett horn, vy sdg. Bland dess 16 kanter maste minst 6 ha samma férg, fo sig (”gener-
aliserade postfacksprincipen”, Biggs 10.1). Lat V’ vara méangden av vg:s ” fo-grannar”. Om
nagon kant inom V' har farg fo ger den med tva kanter till vy en enfirgad triangel. Annars,
tag ett horn v1 1 V', det har minst 5 grannar i V’ och alla kanter till dessa har en av tva
farger. Det finns alltsa minst tre kanter (inom V') fran v; med samma farg, f; sidg. Lat V"
vara mangden av vy:s ” fi-grannar” i V/. Om nagon kant inom V" har farg f1 ger den med
tva kanter till v; en enfargad triangel, annars har alla kanter inom V' samma farg, men
|[V”| > 3, sa i alla fallen finns en enfargad triangel. Saken ar klar.

13) Viskall visa att 2" = >°;'_, S(n, k)(z); for (a, 1p) n = 1,2,3 och (b, 4p) allan = 1,2, . ..
(@) =z(—1)...(z —k+1))
Lo6sning:
Vi gor uppgift b. a foljer forstas.
Alternativ 1, med induktion:
Bas: for n =1 blir VL=z och HL:X:}C:1 S(1,k)(x); = S(1,1)(x); =1-2 =z Ok.
Steg: antag att pastdendet giller fér n = p, da fas VL,41 = 2Pl = x . gp ndaant.
et S0 B) (@) = 35y S(p, K)x(2)k = 325, S(p, k) (2—k+k)(2)r = 15 k) (@)1t
Zzl kS(p, k) (z)r = ZPH S(p, k=1)(@)r+3 24— kS(p, k) (x)e = 1-S(p, )( )1+Zk:2(5(177/f—
1) +kS(p, k) (@) +S(p, p)(@)p1 = 1-S(p+1,1) (@)1 + 35 o (S(p+ 1L, k) (2)r + S(p+1,p+
(x)py1 = ZPH( S(p+1,k))(x)r = HLpy1, dér vi anvént rekursionsformeln f6r S(n, k) och
att S(n,1) = S(n,n) = 1.
Pastaendet foljer enligt induktionsprincipen.
Alternativ 2, med kombinatorik:
Eftersom bada leden ar polynom av grad n (hogst?), ricker det att visa att de ar lika for alla
naturliga tal, z = m, sig. (Ty VL - HL blir ett polynom av grad hogst n, med ett oéndligt
antal nollstillen, saledes identiskt 0.)
Da ér VL = m™ = antalet funktioner fran en n-méngd till en m-méngd. Termen S(n, k)(m)x
i HL ger antalet sadana funktioner som antar precis k varden (S(n,k) ger antalet sitt att
dela upp n-méngden efter vilka som avbildas pa samma och (m); antalet sitt att tilldela
dessa k olika vérden). Tydligen blir VL = HL.




