Matematik, KTH
B.Ek

Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
8 januari 2015

Tryckfel kan forekomma.
1) (4p) Vi soker mojliga véirden for |V| da grafen G = (V, E) &r reguljér, sammanhéngande
och plan och |V ar lika med antalet omraden G delar in planet i.

Losning: Eftersom G ar sammanhéngande och plan (och v > 0) &r (med vanliga beteckningar)

v — e+ r = 2 (Eulers polyederformel). Med v = r ger det 2v — e = 2.

I en graf géller alltid 3,y 6(x) = 2e, sa om G #r d-reguljir &r v - d = 2e, si e = v.

Det ger 2v — 0 =2,84 (4—djv=4. 4—d|4sad—d=1,24
ed4—d=1,d=3gerv=4=r e=0, grafen Ky,
e 4—d=2 d=2gerv=r=2=¢e, 2 horn, dubbla kanter mellan (inte en enkel graf),
e d4—d=4,d=0gerv=r=1, e=0, grafen med ett hérn och inga kanter.

Svar: Mgdjliga antal omraden ar 1 och 4 (och, med G icke-enkel, 2).

2) (4p) Vi soker alla z,y € Z med 91z + 133y = 686.

Losning: Eftersom 133 = 1-91+42, 91 =2-4247, 42 = 674 0, ar enligt Euklides
sgd(91,133) = 7 och ekvationen ekvivalent med (dividera med 7) 132 4+ 19y = 98.
7=91-2-42=91—-2-(133—-91) = —2- 133+ 3- 91 ger (divideramed 7) 1 = —2-19+4 3 13,
sa, (multiplicera med 98) 13 - 294 + 19(7196)

(z,y) loser da 13z + 19y = 98 omm (subtrahera ledvis) 13(z — 294) = —19(y + 196) och alla
losningar ges av & = 294 + 19n, y = —196 — 13n, n € Z (ty sgd(13,19) = 1 etc.). n =k — 15 ger
en trevligare form: x =9+ 19k, y = —1 — 13k, k € Z.

(Alternativt: (”Eulers metod”) 91z 4133y =686 <z =T7—y+ 49;;1254' Lat z = 49;#(6 Z), sa 42y +91z = 49

och y = 1 — 2z + 72272. Lat nu m = 72272(6 Z), sa 42m 4+ 7z = 7 och z = 1 — 6m. Insattning ger

y=1—-21—-6m)+m=—-1413m,z=7—(—1+13m) + (1 — 6m) =9 — 19m, m € Z. Samma losningar igen.)

z=9+19%, L 7

Svar: Alla losningar ges av {y — 1 13k,

3) (4p) Vi soker antalet férdelningar av 11 saffransbullar och 25 andra bullar (inbérdes identiska)
bland 16 (sirskiljbara) barn, sa att varje barn far minst en bulle, varav hogst en saffransbulle.
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Losning: Saffransbullarna kan férdelas pa (}?) = % (ta ut de barn som far en).

Ovriga 5 barn far varsin bulle och sedan aterstar att fordela 20 bullar bland de 16 barnen,

. . o 51 .
vilket kan goras pa (20;%15) = 15?:?2'()‘ satt (vilj 15 viggar bland bullviggarna).

Enligt multiplikationsprincipen dr det sokta antalet fordelningar (}?) . (‘;’g) = 111!%?.52!0!.
Svar: Det finns %(: 14187015 722 880) sadana férdelningar.

4) (4p) fab : Zs — Zg definieras av f, ,(z) = ax + b. Vi skall visa att {fop; a,b € Zs3, a #
0}, med operationen sammanséttning av funktioner, dr en grupp och att den ar isomorf med
S3, gruppen av permutationer av tre element.

Losning: De givna funktionerna verkar som permutationer av de tre elementen i Z3, enligt
fl,O : (0), f1’1 : (0 1 2)7 f1’2 : (0 2 1), fg’o : (1 2)7 fg’l : (0 1)7 f272 : (0 2)

(T.eX. f2,1(0)220+1:1, f2)1(1)=21+1:0, f2)1(2):22+1:2)

Eftersom operationen i S5 ocksa dr sammanséttning av funktioner blir den givna méngden
isomorf med S5 och eftersom S5 &r en grupp, ar den givna ocksa det. Saken &r klar.
(Gruppegenskaperna slutenhet, associativitet, identitet och invers kan ocksa verifieras direkt.)




5) (4p) Vi soker alla moniska irreducibla polynom i Zs[x] som delar bade
p(r) = 28 +42° + 2* + 2% + 2% + 22 + 1 och g(x) = 25 + 22 + 323 + 2% + 42 + 3.

Losning: De sokta polynomen &r precis de moniska irreducibla faktorerna i sgd(p(z), ¢(z)).
Division i Zs[z] ger: p(z) = (z +2) - q(z) +ri(z), 7ri(x) =42* +42° + 2,

q(z) = (4x +4) -ri(z) + r2(z), 7r2(z) = 22° + 222 + 3,

ri(x) = 2z - ro(z) 4+ 0.

S& (moniska) sgd(p(x), ¢(z)) = 3 - ro(z) = 22 + 2% + 4 = d(x).

Vi soker irreducibla faktorer i d(z). d(0) = 4, d(1) =1, d(2) =1, d(3) =0, saen
(irreducibel) faktor dr z + 2. Division ger d(z) = (z + 2)(2? + 42 + 2) = (x + 2) - e(x).

e(3) =3, e(4) =4, sa e(x) saknar nollstillen och &r alltsa irreducibelt (andragradspoly-
nom utan nollstiillen #ir irreducibla). Sa z + 2 och 22 + 4x + 2 #r alla sddana faktorer.

Svar: De sékta polynomen #r x + 2 och x? 4 4x + 2.

6) (5p) Vi visar att ett trad T'= (V, E) med |V| > 2, har minst tva horn med valens ett.

Losning: Eftersom T ar sammanhéngande och |V| > 2 &r §(v) > 1 for allav € V.
Antag (for motségelse) att §(v) > 2 for alla v utom hogst ett. Da ar

ey 80) 2 2(V] = 1)+ 1=2V| 1> 2]V| =2 = 2(V| — 1) = 2|E| = ¥, 0, 8(v)
(dér vi anvént att |[E| = |[V]| — 1 i ett trdd med minst ett horn och att 2|E| = >y, 6(v) i varje graf).
Motséagelse, sa saken ar klar.

7) (5bp) 0,7 € Sy dr o = (15)(2463), 7= (1645732). Vi soker alla 7 € S; med wor = 7.

Lésning: mom =7 < (10)? = nomo =10 = (1645732)(15)(2463) = (173)(256)(4).
3-cyklerna kan fas som kvadrater av 3-cykler, eller bada fran kvadraten av en 6-cykel (flera
mojliga). 1-cykeln maste komma fran en 1-cykel i 7o.

Man finner de olika mojliga wo: (137)(265), (127536), (157632), (167235), som ger
7= (ro)o~ ! = (mo)(15)(2364) = (127)(35)(46), (13)(26475), (1764), (256437).
Svar: Alla lésningar dr m = (127)(35)(46), (13)(26475), (1764), (256437).

8) (5p) Vi soker alla z € Z med x = 21*' (mod 11) och z = 515! (mod 31).

Lésning: 11 #r primtal och sgd(21,11) = 1, s4 2110 =3 1 (Fermat) och 214! =1; 1%.21 =y, 10.
P.s.s. fas 5139 =4, 1 och 516! =5; 12 - 51 =4; 20.

Den forsta ger att x = 104 11¢ for nagot ¢ € Z. Vilka ¢t som &r mojliga bestams av den andra,
10 + 11t =31 20 < 11t =371 10 < (sgd(3,31) = 1, sé 3 inverterbart) 2t =31 33t =31 30 =215 &
(sgd(2,31) = 1, sa 2 inverterbart) t =371 19, sat=15+ 31k, k gOdtkaIlgt heltal.

Det ger © = 10 + 11(15 + 31k) = 175 + 341k

Svar: Alla l6sningar ges av ¢ = 175 + 341k, k godtyckligt heltal.

(Man kan forstas ocksd fa x som i stencilen om kinesiska restsatsen.)




9) (6p) Vi soker antalet vésentligt olika firgningar av en kvadratisk bricka med identisk
over- och undersida med var och en av de fyra kanterna vit eller svart och vart och ett av
de fyra hornen gront eller rott.

Loésning: Vi anvénder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har
atta element och &r isomorf med Gp, kvadratens symmetrigrupp. Med beteckningar fran
Gn har vi identiteten 4, rotationer r, r2, 73 kring en axel vinkelrit mot brickan, rotationer
x, zr? kring axlar parallella med kvadratens sidor och zr, zr? kring axlar lings diagonalerna.
|F'(g)], antalet konfigurationer som inte dndras av g for de olika g € G blir:

g antal element |E(g)|
i 1 28 = 256 (alla horn, kanter godtyckligt firgade)
r, 3 2 22 = 4 (alla horn samma, alla kanter samma firg)
r? 1 2% = 16 (hornen parvis, kanterna parvis samma fiirg)
x, Tr’ 2 2% = 32 (hornen parvis, ett par kanter samma firg)
xr, xrs 2 2% = 32 (ett par horn, kanterna parvis samma firg)

Sa antalet olika brickor = antalet banor under G:s verkan =
= H@deGw(gﬂ =1(1-256+2-4+1-16+2-32+2-32) = £ -408 =51.

Svar: Man kan fa 51 olika sadana brickor.

10) Viskall visa att 2™ = >} _, S(n, k) (), for (a, 1p) n = 1,2,3 och (b, 5p) allan = 1,2,...
(@) =ax(x—1)...(x —k+1))

Lo6sning: Vi gor uppgift b. a foljer forstas.
Alternativ 1, med induktion:
Bas: for n =1 blir VL=x och HL:Z}C:l S(Lk)(x)1 =S, )(z)1=1-z=
Steg: antag att pastiendet giller for n = p, da fas VL, = 2P™! = z - o .
1 S, k) (@) = 35—y S, k)2 (@) = 325y S(p, k) (x—ktk) (@) = 325y S(p, k) (@) k1t
et kS (D, k) ()i = Zp+1 S(p, k=1)(x )HZ 1 kS(p,k)(2) = 1-S(p, 1) (2)1 42235 (S(p, k
D 4kS(p, ) @)+ S(p.p) (@i = 1- S(p+-1, 1) @), + ko (S(p+ LK) (2)k +S(p+1,p+
D)(z)pt1 = Zp+1( (p+1,k))(x)r = HLy 41, dér vi anvént rekursionsformeln f6r S(n, k) och
att S(n,1) = S(n,n) = 1.
Pastaendet foljer enligt induktionsprincipen.
Alternativ 2, med kombinatorik:
Eftersom bada leden &r polynom av grad n (hogst?), ricker det att visa att de &r lika for alla
naturliga tal, = m, sig. (Ty VL - HL blir ett polynom av grad hogst n, med ett odndligt
antal nollstéllen, séledes identiskt 0.)
Da dr VL = m™ = antalet funktioner fran en n-méngd till en m-méangd. Termen S(n, k)(m)x
i HL ger antalet sidana funktioner som antar precis k virden (S(n, k) ger antalet sétt att
dela upp n-méngden efter vilka som avbildas pa samma och (m); antalet sitt att tilldela
dessa k olika vérden). Tydligen blir VL = HL.

ind.ant.
p ndant.




