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Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
9 april 2015
Tryckfel kan forekomma.
1) (4p) En plan, sammanhéngande graf G = (V, E) delar in planet i 18 omraden. De 17
begransade omradena har alla 4 kanter, medan det yttre, obegriansade, omradet har 12 kan-
ter. Vi soker antalet hérn i G.

Losning: Lat som vanligt v vara antalet horn, e antalet kanter och r(= 18) antalet
omraden i grafen. Enligt Euler 4r v — e + 7 = 2 (plan, sammanhéngande graf), sa det
soktav=e—r+2=-e—16.

Da man ldgger ihop antalen kanter i alla omraden rdknar man varje kant precis tva ganger,
sa 17-441-12=2e,dvse =40 och v =¢ — 16 = 24.

Svar: Grafen har 24 horn.

2) (4p) Vi soker alla heltal x sa att 12z + 13 = 10 (mod 51).

Loésning: 12z + 13 = 10 (mod 51) & 12z = —3 = 48 (mod 51) & 4z = 16 (mod 17) (det
sista eftersom 12z — 48 = 51k & 4o — 16 = 17%). Eftersom 4-13 =52 =1 (mod 17) (xan av. fas med Euklides
algoritm) och sgd(13,17) = 1 &r ekvationen < 13-4x =2 =13-16 = —13 =4 (mod 17).
Svar: Alla sddana « ar * = 4+ 17k, k € Z.

3) (4p) 72 (identiska) kakor skall fordelas bland 17 (sarskiljbara) barn, sa att minst ett barn
far ett udda antal kakor. Pa hur manga sitt kan det ske?

Losning: Det sokta antalet dr antalet satt att fordela kakorna minus antalet séatt att gora
det sa att alla barn far ett jamnt antal.
Det handlar om oordnat val med upprepning (utse viggar bland kakviggarna, i det senare

fallet giller det kakpar). Det blir (74716) — (%t16) = 88 o2t
Svar: Det sokta antalet &r (55 — 52 (= 144 762 711 920 208 400).

4) (4p) Vi soker minsta mojliga |G| da G har en delgrupp H med |H| = 51 och ett g € G
med o(g) = 39. Vi soker ocksa exempel pa sadana minimerande G, H, g.

Losning: Ordningen for en delgrupp och for ett element i en &ndlig grupp &ar delare till
gruppens ordning, sa det maste gilla att 51 | |G| och 39 | |G|. |G| (som ju ar > 1) méaste alltsa
vara minst mgm(51,39) = mgm(3-17,3-13) =3-13 - 17 = 663.

Exemplet (G, *) = (Zess, +), H = (13) = {0,13,26,...,650} och g = 17(= %2} visar att
663 ocksa &ar ett mojligt varde.

Svar: (G, *) = (Zees, +), H = (13), g = 17 ger det minimala virdet |G| = 663.




5) (4p) Vi skall faktorisera p(z) = 2° + 2* + 223 + 2 € Z3[x] i irreducibla faktorer.

Lo6sning: Vi borjar med att soka forstagradsfaktorer, vilket enligt faktorsatsen ar ekvivalent
med att finna nollstéllen till p. Man finner att p(1) = 0, sa x — 1 = x + 2 &r en faktor i p(z).
Polynomdivision ger att p(z) = (z+2)q(z), dir ¢(x) = 2*+223+ 2% +2+1. Det giller nu att
faktorisera g(x). Man finner att ocksa ¢(1) = 0 och polynomdivision ger g(z) = (z + 2)r(z),
dir r7(z) = 23 +2+2. Vidare 7(2) = 0, s r(z) &r delbart med z—2 = z+1. Polynomdivision
igen ger r(z) = (x + 1)s(w), dir s(x) = 22 + 22 + 2. Eftersom andragradspolynomet s(z)
saknar nollstédllen i Z3 saknar det forstagradsfaktorer och ar alltsa irreducibelt.

Svar: Den stkta faktoriseringen ér : p(z) = (z + 2)%(z + 1)(z2 + 2z + 2).

6) Vi soker antalet kvadrater i dels (a, 1p) Z13 och dels (b, 4p) Z,, da p ar ett udda primtal.

Losning: 1 Zg3 finner vi 02 = 0,12 =1,22=4,32=9,4%2 =3,52 =12,6% =10, 72 =

10,82 =12,92=3,102 =9, 112 =4, 122 = 1, s& kvadraterna ar 0, 1, 3, 4, 9, 10, 12, dvs 7

stycken.

I Z,, p udda primtal, géller att 2? = y? precis om p | 22 — y*> = (z + y)(z — y), 84 (p primtal)

precis om minst en avp | x+y och p | z—y, sd precisom (0 <z, y<p-1)x+y =0, z+y=p
p—1

eller z —y = 0. Enda mdjligheterna ar alltsa y =p—x ochy =z,sd allaz =0, 1, ..., 5=

ger olika kvadrater, men 6vriga ger upprepningar (som for Z3). Det sokta antalet &ar alltsa
2= 2t

Svar a: Z,3 har 7 kvadrater, b: Z,, p udda primtal, har pT—i-l stycken.

7) Vihar a(1)=p(5)=2, a(2)=p(6)=3, a(3)=5(3)=1, a(4)=p(8)=5, a(5)=p(9) =6,
a(6) = 6(7) =7 a(7)=p0(1)=4, a(8) =5(4) =9, a(9) = 5(2) =8 och (a, 2p) sdker «, S
och aff pa cykelform och skall (b, 3p) visa att om gruppen G innehaller « och 8 maste G:s
ordning vara delbar med 180.

Losning: (1) = 2, a(2) = 3, «(3) =1 ger en cykel (123) for a. P.s.s. finner man
a=(123)(4567)(89) och = (14963)(285). Sammanséttning (forst 8 sedan «) ger
(af)1)=a(B(1))=a(4)=>5 osv, sa af=(153297486).
G ar en grupp som innehaller @ och § och séledes ocksa a. Ordningen for en grupp ar
en multipel av ordningen for varje element (f6ljer ur Lagranges sats) och ordningen for en
permutation dr det minsta positiva heltalet som ar en multipel av cykellangderna, dvs de-
ras minsta gemensamma multipel. Vi ser att ordningarna for «, 5, af ar mgm(3,4,2) =
12, mgm(5,3,1) =15, mgm(9)=9. |G| ar delbar med alla tre, dvs med mgm(12,15,9)=180.
Saken ar klar.
Svar a: a=(123)(4567)(89), 3=(14963)(285), a3=(153297486),

b: Visat ovan.

8) Vi har ringen R = Zs[z]/(f(x)), dir f(z) = 2® + 322 + 3.
Vi kallar a:s ekvivalensklass for « och skall (a, 1p) finna antalet element i R, (b, 2p) berdkna
(a? +3a+2)(3a? +4) i R och (c, 2p) finna nolldelare i R.

Loésning: a. I varje ekvivalensklass (mod f(z)) finns precis ett polynom av grad < 2. Det
kan representera sin klass, dvs sitt element i R, och varje element i R kan da skrivas som
c20? + cra+ cg, alla ¢; € Zs. Det totala antalet element, |R|, ir antalet siitt att villja ¢;ma,
dvs 5% = 125.

b. Eftersom 2® + 32 + 3 =(4(;)) 0 &r o’ + 30> +3 =10, s o® =2a* + 21 R.

Det ger (a? +3a+2)(3a%+4) = 3a* +4a® +2a+3 = 3a- (202 +2) + 403+ 20+ 3 = 3o+ 3.
c. r-s=0,r,s# 01 R, betyder precis att r och s svarar mot polynom g(z), h(x) € Zs[z] med
f(x) | g(x) - h(z), f(x)tg(x), f(x)1h(z). Sddana g(x), h(x) finns omm f(x) ar reducibelt.
Man finner f(0) =3, f(1) =2, f(2) =3, f(3) =2, f(4) =0,s8 (x —4) = (x+ 1) | f(z).
Polynomdivision ger f(z) = (z + 1)(2% + 22 + 3) i Zs[z], s& (o + 1)(a? +2a+3) =01i R.
Svar a: |R| = 125, b: 3 + 3, c: Nolldelare &r (t.ex.) o+ 1 och a? + 2a + 3.




9) (6p) En kub skall fa en enférgad kula i varje hérn. Vi sdker antalet visentligt olika sétt
det kan ske om man skall anvinda precis tva roda och tva bla kulor och godtyckliga antal
kulor med k andra farger.

Loésning: Vi anvinder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har 24
element (|Gz||G,| =83 =24 om z &r ett av kubens horn):

identitets”rotationen” id,

8 rotationer 27” kring axlar genom motsatta horn rotyp,

6 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta kanter rotgy,

3 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rots, och

6 rotationer § kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rots,z.

|F'(g)], antalet konfigurationer som inte dndras av g for de olika g € G blir:

g antal element |F(g)]
id 1 (5) (5)k* =28 15 k* (vilka roda? vilka bla? dvriga: k*)
rotpp 8 0 (kulorna samma farg 1,3,3,1, gar inte)
rotkk 6 4-3-k? (kulorna samma firg parvis, vilket par rétt? vilket blatt?)
Totgen 3 4-3-k? (kulorna samma firg parvis, som forra)
rotssz 6 0 (kulorna samma firg 4 och 4, gar inte)

Sa antalet olika utsmyckningar = antalet banor under G:s verkan pa fargningarna =
= 167 Lgec |1F(9)] = 27(1-28-15-k* +8-0+6-4-3-k*+3-4-3- k% +6-0) = 5(35k* + 9K?).

Svar: Det finns 1(35k* + 9k?) olika sidana utsmyckningar.

10) (G,-) = (U(Zss9), ) och vi soker (a, 1p) G:s ordning, (b, 2p) den maximala ordningen
for element i G och (¢, 3p) antalet element i G som har den maximala ordningen.

Losning: a. |G| = antalet inverterbara element i Zsgg = ¢(589) = ¢(19-31) = (19—1)(31—
].) = 540 (kind sats, nistan definitionen av Eulers funktion ¢).
b. Enligt kinesiska restsatsen ar (Zsso, ) &~ (Z19,) X (Z31,+) (ty sed(19,31) = 1). Ett element i
HL dr inverterbart omm bada dess komponenter ar det, sa (G, ) ~ (U(Z19), ) x (U(Z31), ).
Eftersom 19 och 31 &r primtal &r grupperna i HL de multiplikativa grupperna i dndliga krop-
par, si cykliska, av ordning 18 och 30. Om (z,y) ir ett element i HL ir (z,y)* = (1,1)
(identitetselementet i ur) omm o(x) | k och o(y) | k, sa o((z,y)) = mgm(o(z),o(y)). Dess
storsta virde fas (bla.) da o(z), o(y) ar maximala, sa den sdkta maximala ordningen &r
mgm(18,30) = mgm(2-32,2-3-5) =2-3%.5 = 90.
c. Enligt en kind sats finns det i en cyklisk grupp av ordning n precis ¢(d) element av
ordning d om d | n och inga for andra d.
Enligt ovan ar o((z,y)) = mgm(o(x),0(y)), sa for o((z,y)) = 90 kan antingen o(x) = 18
och o(y) vara en av 5,10, 15,30 eller o(x) =9 och o(y) vara 10 eller 30. Det ger det totala
antalet element av ordning 90: ¢(18)-(¢(5)+¢(10)+¢(15)+¢(30)) +¢(9) - (¢(10)+&(30)) =
6-(4+4+8+8)+6-(4+8)=216.
Svar a: G:s ordning ar 540, b: Elementens maximala ordning ar 90,

c: 216 element har ordning 90.




