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Tryckfel kan forekomma.
1a) (1p) Att en graf ar reguljar betyder att alla horn har samma valens.
b) (1p) En graf G = (V, E) &r bipartit precis om V =X UY, X NY = & och alla kanter
bestar av ett X-horn och ett Y-horn.
c) (1p) Det kromatiska talet, x(G), for en graf G = (V, E) ar det minsta antalet farger
som gor det mojligt att farga hornen sa att inga grannar har samma farg.

2a) (1p) Att en funktion f: X — Y ar en bijektion betyder att {6r varje y € Y finns precis
ett z € X med y = f(z).

b) (1p) Att en méngd X &r uppraknelig betyder att det finns en bijektion f: N — X.

c) (1p) Postfacksprincipen siger att om |X| > |Y| finns ingen injektion f: X — Y.

(Flera alternativ mojliga, t.ex. ”Om n brev ligger i n postfack finns minst ett fack med minst tva brev”.)

3a) (1p) Binomialtalet (}) kan beriiknas som #’_k), (rekursionsformeln godtas ocksa).
b) (1p) En binér relation R pa en méangd X &r transitiv precis om (zRy och yRz) = 2Rz
for alla z,y,z € X.

c) (1p) Stirlingtalet (av andra slaget) S(n, k) anger antalet olika partitioner av en n-méngd
i precis k delar.

4a) (1p) En permutation 7 ar en transposition precis om den innehaller en 2-cykel och i
6vrigt bara 1-cykler, dvs den skrivs pa cykelform (ab), dér a # b.

b) (1p) = € S, &r udda omm n — ¢(w) ar udda, dér ¢() &r totala antalet cykler i 7.

c) (1p) Antalet permutationer i Sg med cykelstruktur [24] ar (g) -3l = 55.6 =90 (clementen
i 2-cykeln kan véljas pa (g) sétt och 6vriga 6 element kan bilda en 4-cykel pa 3! satt).

5) (3p) Vi skall understka om grafen av horn och kanter i en ikosaeder har en eulerkrets.

Lo6sning:
Nej, ty enligt en kdnd sats av Euler har en sammanhéngande graf en eulerkrets omm alla
valenser ar jamna, men ikosaedergrafens horn har alla valens 5, ett udda tal.

Svar: Nej, den har ingen eulerkrets.

6) Vi skall (a, 1p) avgéra vilken/vilka av 55, 65 och 75 som &r inverterbar(a) i Zgg; och (b,
2p) finna inversen till en av dem.

Lo6sning:

Enligt kénd sats ar r € Z,, inverterbar omm sgd(r,m) = 1.

55=5-11, 65 =5-13, 75 = 3-5% och 231 = 3-7- 11, 54 sgd(55, 231), sgd(75,231) # 1, men
sgd(65,231) = 1. 55 och 75 &r alltsa inte inverterbara, men det ar 65.

For att finna 65~ anvinder vi Euklides algoritm.

231=3-65+4+36,65=1-36+29, 36 =1-29+7,29=4-74+1.

Det ger 1 =29—4-7=29-4(36—-29) = —4-36+5-29 = —4-36+5(65—36) = 5-65—9-36 =
5-65—9(231 —3-65) = —9 - 231 + 32 - 65, vilket ger 651 = 32 i Za3;.

Svar a: Bara 65 &r inverterbar, b: 6571 = 32 i Z231.

7) (3p) Vi soker antalet mojliga resultat i en omrostning om vackraste matematiska satser.
Bland 30 kandidater valjs forst 10 och bland dessa delas sedan en guld-, en silver- och en
bronsmedalj ut till olika satser.

Losning:

Antalet satt att Valja ut de 10 ar (fg) = 103,702'0, (oordnat val utan upprepning). Medaljerna kan
sedan delas ut pa (10)3 = 10-9-8 = %! satt (ordnat val utan upprepning). Multiplikations-
principen ger det totala antalet mdjliga resultat: (°0) - (10)3 = 1o%qr - 20 = sors.

Svar: Det sékta antalet resultat Ar 552 (= 21632410800).




8) Givet 7 = (17)(294)(3856) € So och o = (14856)(27)(39) € S, soker vi (a, 1p) 71,
(b, 1p) wo (bada pa cykelform) och 7:s ordning, o(m).

Losning:

71 &r 7 med cyklerna omvinda, sd 771 = (17)(249)(3658).

7o = (17)(294)(3856)(14856)(27)(39) = (12)(345)(6798).

o(m) = mgm(2,3,4) = 3-4 = 12 (minsta gemensamma multipeln av cykellingderna).
Svar a: w=! = (17)(249)(3658), b: mo = (12)(345)(6798), c: o(m) = 12.

9) (4p) Vi soker antalet kanter i en plan sammanhéngande graf som delar in planet i 34 ytor
da 10 horn har valens 3, 10 har valens 5 och alla andra horn har valens 4.

Losning:

Lat x vara antalet horn med valens 4 och v, e, 7 (som vanligt) antalen horn, kanter och ytor.
Enligt kénd sats dr 2¢ = summan av valenserna = 10-3 + 105+ x -4 = 80 + 4z, sa
e =40+ 2zx.

Enligt Eulers polyederformel (plan, sammanhéngande graf) &r
v—e+r=20+2z— (40 + 2z) 4+ 34 = 2, vilket ger 2 = 12 och e = 40 + 2z = 64.

Svar: Grafen har 64 kanter, inga andra mojligheter.

10) (4p) Vi soker (minsta icke-negativa) resten da 132°95 divideras med 333.

Losning:

333 =132.37, 54 ¢(333) =3 - (3 —1)-36 = 216. Eftersom sgd(13,333) = 1 ir, enligt en sats
av Euler, 13216 =445 1.

2595 = 216 - 12 + 3, s& 132595 = (13216)12. 133 =335 112 . 133 = 2197 =333 199.

Svar: Den sokta resten ar 199.

11) 7 = (14)(263)(57) € S7. Vi séker (a, 3p) antalet o € S; som kommuterar med 7 och
(b, 1p) antalet av dem som &r udda permutationer.

Losning:

Lat XY = {0 € S; |on = mo}. Dagiller 0 € ¥ & oo~ ! =7,

dvs oo™t = (a(1) 0(4))(0(2) 5(6) 0(3))(c(5) o(7)) = 7 = (14)(26 3)(57).

T.ex. cykeln (o(1)o(4)) maste vara en av 2-cyklerna i 7, dvs o(1) har 4 mojligheter, o(4)
maste vara det andra i samma cykel. Da kan o(5) vara ett av 2 element i den andra 2-cykeln
och o(7) maste vara det andra. Totalt finns 4 - 2 = 8 mojligheter for o (1), o(4), o(5), o (7).
o(2) kan vara 2, 6 eller 3. o(6) och ¢(3) bestams av det.

Det ger det sokta antalet, |X| = 8- 3 = 24.

Eftersom (14) kommuterar med 7 giller 0 € ¥ < 0(14) € ¥ och (14)? = id, s& o + o(14)
ger en bijektion 3 — 3. Den tar udda till jAmna och omvént, sa det finns lika manga udda
som jamna permutationer i 3, dvs 12 av varje.

Svar a: Det finns 24 sddana o, b: 12 av dem ar udda.




12) Vi soker (a, 2p) antalet fordelningar av 10 (identiska) vita, 11 (identiska) svarta och
12 (sérskiljbara) kulérta kulor i tre (sérskiljbara) lador och (b, 3p) antalet utan nagon tom
lada.

Losning:

De vita kulorna kan férdelas pa tre lador pa (10; 2) = % = 66 sitt och de svarta pa
(11;2) = % = 78 satt (oordnat val med upprepning). De kulorta kulorna kan fordelas pé 312
satt (ordnat val med upprepning). Totala antalet férdelningar blir 66 - 78 - 312.

Lat A; vara fordelningarna med lada ¢ = 1,2,3 tom. I b) skall vi fran antalet ovan dra
bort |A; U Ay U As|, som vi berdknar med principen om inklusion och exklusion. Som nyss
Al = (") - () 22 =11-12-212, i =1,2,3, |[AiN A = Lom i, j € {1,2,3},i # j
(alla i samma lada) och |A1 N A2 n A3| = 0 (alla lador kan inte vara tomma). Det ger |A1 U A2 U A3| =

3-11-12-22 -3.14 0 och det sokta antalet 66-78-312 —-3.11-12-224+3.1—-0.
Svar a: 66 - 78 - 312 = 5148 - 3'2(= 2735 858 268) siitt,

b: 66-78-3'2 —3.11.12-2'2 4+ 3 = 5148 - 3'2 — 396 - 212 4 3(= 2734236 255)
satt.

13) Vi skall finna (a, 1p) ett och (b, 4p) alla n € N med ¢(n) = 6.

Lo6sning:
Lat n = p{'ps? - ... pg* vara primfaktoriseringen av n (alla p; olika och alla e; > 0). Da
dr enligt kiind sats ¢(n) = p{* ' (p1 — 1) ... - p$* '(pr — 1). Vi anviinder att 6 = 2 - 3 och

entydig faktorisering i primtal. Om faktorn 3 ingar i en av p; — 1 maste det handla om
p; = T (3+1 ir inget primtal och p; = 3k + 1 med k > 2 gér ¢(n) for stort), SOmM ger p; — 1 = 6, sa
ovriga faktorer i ¢(n) maste vara 1. Enda ytterligare mojligheten &r en faktor 2 — 1. Det
ger n =7, 14 som tva mojligheter. Om a andra sidan 3 ingar bland faktorerna pfi_l, maste
det vara 32~! och den tillhérande faktorn 3 — 1 = 2 ger lésningen n = 32 = 9. Ater #r enda
ytterligare mojligheten en faktor 2, dvs n = 18.

Svar a: T.ex. n = 7, b: alla shidana n ar 7, 9, 14, 18.




