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Tryckfel kan forekomma.
1a) (1p) En stig i en graf G = (V, E) &ar en vandring som inte upprepar nagot horn, dvs en
hornfdljd vy, ve, ..., v, sadan att {v;,v;41} € E for alla¢ =1,2,...,k —1 och v; # v; om
1],
b) (1p) Ett trad ar en sammanhéngande graf utan cykler.
c) (1p) Eulers polyederformel séger att om en plan, sammanhéngande graf har v horn,
e kanter och delar in planet i r ytor (inklusive den yttre, obegridnsade, ytan), sa géller
v—e+r=2.

2a) (1p) Ett nodviandigt och tillrackligt villkor for att det skall finnas z,y € Z med
mx + ny = c ar att sgd(m,n) | c.

b) (1p) Fermats lilla sats siiger att om p ir ett primtal, z € Z och p f x sd 2P~ ! = 1
(mod p).

¢) (1p) En inversfunktion till f : X — Y &r en funktion g : ¥ — X som uppfyller att
fg = ’Ldy och gf = ’LdX (fg ar sammanséttningen av f och g, ida ar identitetsfunktionen pa A).

3a) (1p) Antalet injektioner f: X — Y da |X| =k, [Y|=nér (n), = (n%'k),
b) (1p) Man kan skriva r = ky + ... + k, med k; > 0 pa ("F771) = Ol g,

n—1 - (n—=1)!r!
1 omn =1,
c) (1p) Mébiusfunktionen ges for n € N~ {0} av u(n) = < 0 om t? | n, ndgot t > 1,
(=1)" om n en produkt av r olika primtal.

4a) (1p) Produkten no av m,0 € S, &ar sammanséttningen av dem som funktioner,
(mo)(k) = (o (k).

b) (1p) 7—! har samma cykelstruktur som 7 (alla cykler viinds ju).

¢) (1p) Om 7 € S, innehaller a cykler av jamn lingd och b av udda lingd &r 7 en jamn
permutation omm a ar jamn, udda omm a &r udda.

5) (3p) En sammanhéngande graf med 15 horn &r ritad utan korsande kanter pa ytan av en
sfar. Grafen delar in sfirens yta i 6 omraden. Vi soker antalet kanter i grafen.

Losning:
Eftersom antalet horn v = 15 och antalet ytor » = 6 ger Eulers polyederformel v —e+1r = 2
(grafen ar ju plan och sammanhéngande), dar e ar antalet kanter, att e = 19.

Svar: Grafen har 19 kanter.

6) (3p) Vi soker alla x € Z med z =2 (mod 9), z =3 (mod 10), x =5 (mod 11).

Lo6sning:

Eftersom vi bara skall 16sa ett problem (en uppsittning hogerled), kan vi enklast gora sa:
Forsta ekvationen ger att © = 2 4+ 9s, for nagot s € Z. Andra ekvationen ger villkor for s,
249s =19 2 — 8 =10 3, s& s = —1 + 10¢, for nagot t € Z. Tredje ger 2 + 9(—1 + 10t) =13
—74+90t =17 =7+ 2t =11 5, sat = 6+ 1lu, dir u € Z &r godtyckligt. Det ger
x=24+9s=24+9(—1+10t) = =7+ 90t = =7+ 90(6 + 11u) = 533 + 990u.

Svar: Alla l6sningar ges av x = 533 4+ 990u, dir u ar ett godtyckligt heltal.

7) (3p) Vi stker antalet sitt Pelle kan vélja ut 5 av 10 bocker, sa att minst en av 3 fa-
voritbocker finns med.

Lé6sning:
Totala antalet sétt att vélja ut 5 av 10 ar ( ) 10 fgg 76 — & 2 ; 6 — 252. Fran dessa dras
antalet sitt att véilja utan nagon favorit, ( ) = ;) = % =21, 252 — 21 = 231.

Svar: Det sokta antalet satt ar 231.

(Gar ocksd med inklusion/exklusion, A;: méngden val som innehaller favoritbok i. Léngre, men samma resultat.)




8) m € S7 ges av n(1)=5,7(2)=7,7(3)=2,7(4)=3,7(5)=1,7(6) =6, 7(7) =4.
Vi soker (a, 1p) m pa cykelform, (b, 1p) 7o, d& 0 = (14273)(56) och (c, 1p) pariteten

for 7.‘_1110.—1371_180.287.‘.13.

Lo6sning:
7T(1):5,g7r(5):1,7r(2):7,71'(7):4 etc. ger m = (15)(2743)(6).
7o = (15)(2347)(14273)(56) = (174356)(2)

T ar jéimn, o ar udda (som antalen jamnlangdscykler), sa, produkten ar udda (udda st udda faktorer).
Svar a: m = (15)(2743)(6), b: 7' = (174356), c: produkten #r udda.

9) (4p) Fran grafen G = (V, E) kan man ta bort k st kanter sa att den resulterande grafen
fortfarande dr sammanhéngande. Vi skall visa att G innehaller minst & olika cykler.

Lo6sning:

Induktionsbevis. Basen k = 0 ar klar.

Antag att pastaendet stimmer fér k£ = r och att man kan ta bort r 4+ 1 kanter fran grafen G
sa att den aterstaende grafen dr sammanhéngande. Lat en av dessa kanter vara uv och kalla
grafen som fas da uv tas bort for G’. Da finns det en stig i G’ fran v till v (sammanhéngande
graf), tillsammans med uv blir det en cykel C' i G. Enligt induktionsantagandet finns det r
olika cykler i G’ och ingen av dem &r C eftersom de inte innehaller wv. G innehaller alltsa
minst r 4 1 olika cykler och induktionssteget &r klart.

Pastaendet foljer med induktion, saken ar klar.

10) (4p) Vi skall visa att om 5 | n finns inget heltal z med 2° +3 =0 (mod n).

Losning:

Enligt Fermats lilla sats ar 2° =5 x, s& 2% + 3 =5 22 + 3. Genom att prova alla méjligheter
r=50,1,2,3,4fis 22 +3 =5 3,4,2,2,4 #5 0 for allaxz € Z. Om 5 | ngillera =, b= a=5b
((5|mochn|(b—a)=5]|(b—a)). Pastaendet foljer. Saken &r klar.

11) A och B ar disjunkta méangder med |A|=r > 1, |B|=s > 1.

Vi skall (a, 2p) visa att ¢,,, antalet ord av langd n med ett udda antal forekomster av element
frén A, i alfabetet AU B uppfyller ¢, = (s —7)q,—1+7r(r+s)" "t forn =1,2,... och gg =0
och (b, 2p) bestamma ¢, for n =0,1,2,...

Lo6sning:

go = 0, ty det enda ordet av lingd 0 innehaller inte ett udda antal fran A.

Gn, n > 0, rdknar tva typer av ord, med element i A eller i B sist (An B = 2), sa

gn = s-(antalet av ldngd n—1, udda fran A) + r-(antalet av laingd n—1, jamnt fran A) =
=8¢n1+r((r+8)"t—gu1)=(8—=7T)qn-1 +r(r+s)" forn=12....
Homogena ekvationen ¢, = (s — r)gn—1 har karakteristisk ekvation & = s — r, si allmén
16sning ¢, = C(s —r)™. Ansatsen g, = a(r + s)" for partikularlésning till inhomogena ger
a(r+s)"=(s—r)a(r+s)" L +r(r+s)" ! sdalr+s)=a(s—r)+rocha=3.
Ekvationens allménna l6sning &r alltsé g, = $(r + s)" + C(s — r)".

go =0 ger C = —1, s den sokta losningen ir g, = 3((r +s)" — (s —)").

Svar a: Visat ovan, b: g, = %((r 4+ 8™ — (s —1r)").




12) Vi soker (a, 2p) antalet sitt att inkvartera sex personer i fyra rum sa att inget rum blir
tomt och (b, 3p) antalet om dessutom Tjatte, Knatte och Fnatte alla skall bo i olika rum.

Lo6sning:

Sokta antalet i a) = antalet surjektioner fran en 6-méngd till 1

en 4-mingd = 4!- S(6,4) = 24 - 65 = 1560, P,

(S(6,4) = 65 enligt ”Stirlings triangel” till hoger). 7 6 1
25 10

Lat A; vara mangden fordelningar utan tomma rum déar Tjatte och 65

Knatte delar rum, A da Knatte och Fnatte och Az da Fnatte och Tjatte delar.

Det sokta antalet dr da (antalet i a)) - |A; U Ag U Ag|.

Som i a) fas (tva som delar rum kan ses som en person) |A;| = |Az| = |A43] =4!- 5(5,4) =
24 - 10 och ‘Al ﬂA2| = ‘AQ ﬁAdl = |A3 ﬂAll = |A1 N As ﬂA3| =4!. 5(4,4) =24-1.
Principen om inklusion och exklusion ger da att det sokta antalet &r:
24-65—3-24-10+3-24-1—-24-1=24(65—-30+3 — 1) =24 - 37 = 888.

(Alternativt: Tjatte, Knatte och Fnatte kan fa olika rum pa 4 - 3 - 2 = 24 sitt (injektion 3-méngd
till 4-méngd). Ovriga tre personer kan placeras ut pa 4% = 64 sitt, av vilka 3% = 27 dock lamnar
det obesatta rummet tomt och darfor ar otillatna. Det sékta antalet blir 24 - (64 — 27) = 24 - 37.)

Svar a: 1560 satt, b: 888 sitt.

13) Var och en av personerna i den dndliga méngden X vill 14sa vissa av bockerna i mangden
Y. Vi skall (a, 2p) representera detta med en bipartit graf och ange ett nédvéndigt och
tillrackligt villkor pa grafen for att alla personer skall kunna lana dels en och dels (b, 3p) k
bocker (som de vill 1dsa). (Olika personer kan inte lana samma bok.)

Losning:

Lat G = (X UY, E) vara den bipartita grafen med hérnméngder X och Y och en kant mellan
person z(€ X) och bok y(€ Y) precis om z vill ldsa y. Villkoret for att de dnskade lanen
skall vara mojliga ar da att det finns en delméngd FEj, till F sa att varje x € X ingar i precis
k kanter i Ey, och varje y € Y ingar i hogst en kant i Fj, (a) ar fallet k£ = 1).

Genom att betrakta en ny graf G’, som fas genom att ”dela upp” varje horn i X i k st kopior
och ocksa "dela upp” alla kanter som gar till dem, kan villkoret formuleras som att G’ skall
ha en fullstdndig matchning. Genom att tillampa Halls villkor for existens av en sadan, fas
(med bokens beteckningar) att ett nédvandigt och tillrackligt villkor (uttryckt i G) for att
lanen skall vara mdjliga, ar att [J(A)| > k|A]| for alla A C X.

Svar: Grafen enligt ovan. Villkoret &r |J(A)| > k|A| for alla A C X.
(a) ar fallet &k = 1).




