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Tryckfel kan förekomma.

1a) (1p) (G, ◦) är en grupp omm 1. (x◦y)◦z = x◦(y◦z) för alla x, y, z ∈ G (associativitet),
2. Det finns e ∈ G s̊adant att e ◦ x = x ◦ e = x för alla x ∈ G (identitetselement) och
3. För varje x ∈ G finns x−1 ∈ G med x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = e (inverselement).
(Villkoret om slutenhet behövs inte, eftersom vi förutsatt att ◦ : G×G→ G.)

b) (1p) Z(G) = {z ∈ G | zg = gz för alla g ∈ G}, de z ∈ G som kommuterar med alla
g ∈ G.
c) (1p) En högersidoklass till H är en mängd av formen Hg = {hg | h ∈ H} för n̊agot g ∈ G.

2a) (1p) Stabilisatorn för x ∈ X är Gx = {g ∈ G | gx = x} (gx är resultatet av g:s verkan p̊a x).
b) (1p) Antalet banor är 1

|G|
∑
g∈G |F (g)|, där F (g) = {x ∈ X | gx = x}(= Xg).

c) (1p) U(Z20) = {x ∈ Z20 | sgd(x, 20) = 1} = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}.

3a) (1p) För k = 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17, 19 (för alla primtalspotenser).
b) (1p) (F r {0}, ·) är en cyklisk grupp.
c) (1p) F [x]/(k(x)) är en kropp omm k(x) är irreducibelt (inte en produkt av faktorer av grad≥ 1).

4a) (1p) δ = min{∂(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y}, där ∂(x, y) = |{i | xi 6= yi}|.
b) (1p) x ∈ Zn krypteras som E(x) = xe ∈ Zn.
c) (1p) Nej, t.ex. är 210 = 1024 = 3 · 11 · 31 + 1 ≡11 1 och ≡31 1, s̊a 211·31−1 ≡11·31 1
(341 = 11 · 31 är ett pseudoprimtal med bas 2). Men ”endast om” gäller.

5) (3p) Vi söker en delgrupp till S4 som är isomorf med kvadratens symmetrigrupp G2.

Lösning:
Eftersom en rotation av kvadraten bestäms helt av motsvarande bijektion av hörnen, f̊as en
isomorfi genom att l̊ata element i G2 motsvara de permutationer av hörnen de ger.
Kalla hörnen, i ordning, 1, 2, 3 och 4. id ger d̊a permutationen (1), (övriga) rotationer
kring en axel vinkelrät mot kvadraten ger (1 2 3 4), (1 3)(2 4) och (1 4 3 2), rotationer kring
axlar parallella med kvadratens kanter ger (1 2)(3 4), (1 4)(2 3) och de kring diagonalerna
ger (1 3), (2 4). Att dessa element utgör en delgrupp till S4 följer av att G2 är en grupp.

Svar: G2 ≈ {(1), (1 2 3 4), (1 3)(2 4), (1 4 3 2), (1 2)(3 4), (1 4)(2 3), (1 3), (2 4)}.

6) (3p) Gruppen G = U(Z18) verkar p̊a mängden X = Z18 med multiplikation. Vi söker
alla banor.

Lösning:
Banorna är Gx = {gx | g ∈ G} för olika x ∈ X.
G inneh̊aller precis de x ∈ Z18 som har sgd(x, 18) = 1 (de inverterbara, enligt känd sats), dvs
G = {1, 5, 7, 11, 13, 17}.
Man finner G0 = {0}, G1 = {1, 5, 7, 11, 13, 17} = G, G2 = {2, 10, 14, 4, 8, 16}, G3 =
{3, 15, 3, 15, 3, 15} = {3, 15}. Eftersom 4 ∈ G2 är G4 = G2 och p.s.s. är G5 = G1 = G, men
G6 = {6, 12, 6, 12, 6, 12} = {6, 12} och G9 = {9, 9, 9, 9, 9, 9} = {9}. Alla G:s element finns
med i precis en av dessa, s̊a det är alla banorna.

Svar: Banorna är {0}, {1, 5, 7, 11, 13, 17}, {2, 4, 8, 10, 14, 16}, {3, 15}, {6, 12}, {9}.

7) (3p) Vi söker sgd(f(x), g(x)) i Z5[x], d̊a f(x) = x4+x3+4x2+3x+4, g(x) = x4+x2+3x+1.

Lösning:
Euklides algoritm. Man finner att f(x) = 1 · g(x) + (x3 + 3x2 + 3) = f(x) + h(x) och med
polynomdivision g(x) = (x+ 2)h(x). Det betyder att sgd(f(x), g(x)) = h(x) = x3 + 3x2 + 3.

Svar: sgd(f(x), g(x)) = x3 + 3x2 + 3.



8) Vi har en linjär, binär kod med kontrollmatrisen H =
[

1 1 1 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 0 1

]
och de mottagna orden

11001, 01010, 10101. Vi söker de sända kodorden, d̊a högst ett fel har uppst̊att i varje.

Lösning:
Matrismultiplikation ger H(11001)T = (000)T . H(01010)T = (100)T , H:s tredje kolonn.
H(10101)T = (010)T , H:s fjärde kolonn. Det har allts̊a blivit fel i ingen, tredje respektive
fjärde positionen.

Svar: De sända kodorden var 11001, 01110 respektive 10111.

9) (4p) G är en grupp och A ⊆ G, A 6= ∅.
Vi skall visa att om GA = {g ∈ G | ga ∈ A för alla a ∈ A} m̊aste |GA| ≤ |A|.
Lösning:
Beviset grundar sig p̊a att g ∈ GA bestäms helt av sin verkan p̊a ett enda a.
Tag ett a ∈ A (finns, ty A 6= ∅). Om g1, g2 ∈ GA och g1a = g2a är g1 = g2 (ty a ∈ G, multiplicera

med a−1 fr̊an höger). Det betyder att fa : GA → A som ges av fa(g) = ga är en injektion, s̊a
|GA| ≤ |A| (postfacksprincipen). Saken är klar.

10) Vi söker antalet väsentligt olika liksidiga trianglar (brickor) med en röd, gul eller bl̊a
kula i varje hörn och varje yta vit eller svart d̊a (a, 3p) man bara kan vrida s̊a att ytorna
inte byter plats och (b, 1p) man ocks̊a kan vrida s̊a att ytorna byter plats.

Lösning:
Vi använder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). (Det g̊ar ocks̊a att räkna ”för hand”.)

Symmetrigruppen G4 har 6 element, av tre typer:
• identitets”rotationen”, id,
• 2 rotationer ± 2π

3 kring axeln genom triangelns tyngdpunkt, vinkelrät mot dess plan, rotv,
• 3 rotationer π kring triangelns höjder, roth.
|F (g)|, antalet konfigurationer som inte ändras av g, är 3m · 2n, där m är antalet banor för
hörnen under 〈g〉:s verkan (〈g〉 är den cykliska delgrupp till G som genereras av g) och n motsvarande
för ytorna (alla i samma bana måste ha samma färg och banornas färger kan väljas p̊a 3m, 2n sätt).
För de olika g ∈ G blir det:
g antal g |F (g)|
id 1 33 · 22

rotv 2 31 · 22

roth 3 32 · 21

S̊a antalet olika smyckade trianglar = antalet banor under G:s verkan p̊a färgningarna =
a. (bara id och rotv) = 1

|G|
∑
g∈G |F (g)| = 1

3 (33 · 22 + 2 · 3 · 22) = 32 · 22 + 23 = 44.

b. (hela G4) = 1
|G|

∑
g∈G |F (g)| = 1

6 (33 · 22 + 2 · 3 · 22 + 3 · 32 · 2) = 32 · 2 + 22 + 32 = 31.

Svar a: 44 olika brickor, b: 31 olika brickor.

11) p och q är olika primtal. Vi söker alla k ∈ N s̊adana att xk ≡p·q x för alla x ∈ Z.

Lösning:
Eftersom p och q är relativt prima: xk ≡p·q x⇔ (xk ≡p x och xk ≡q x) (entydig faktorisering i Z

ger p · q | (xk − x)⇔ (p | (xk − x) och q | (xk − x)), s̊a kongruensen gäller för alla x ∈ Z omm xk = x
för alla x i b̊ade Zp och Zq. För x inverterbart i Zp (dvs x 6= 0) är xk = x ekvivalent med
xk−1 = 1, dvs (p− 1) | (k − 1) (eftersom (Zp r {0}, ·) är en cyklisk grupp av ordning p− 1
finns ett element av ordning p− 1 och allas ordningar är delare till det (känd följd av Lagranges

sats). För x = 0 duger alla k > 0. Med motsvarande för q f̊as att de sökta k är precis de som
uppfyller b̊ade (p−1) | (k−1) och (q−1) | (k−1), s̊a alla k = n ·mgm(p−1, q−1)+1, n ∈ N.

Svar: Alla k = n ·mgm(p− 1, q − 1) + 1, n ∈ N.



12) Vi söker (a, 1p) |R| och (b, 4p) alla lösningar till ekvationen t2 + 7t + 9 = 0 i ringen
R = Z11[x]/(x2 + 1). Vi kallar restklassen som inneh̊aller x för α.

Lösning:
a. Varje restklass i R inneh̊aller precis ett polynom av grad ≤ 1 (och alla s̊adana ligger först̊as i

sin restklass), s̊a elementen i R kan skrivas a+ bα, där olika a, b ∈ Z11 ger olika element. Det
ger att |R| = 112 = 121.
b. t2 + 7t + 9 = t2 + 18t + 9 = t2 + 18t + 4 + 5 = (t + 9)2 + 5, s̊a ekvationen kan skrivas
(t + 9)2 + 5 = 0. t + 9 m̊aste allts̊a vara ett element i R med kvadraten −5 = 6. Kvadra-
terna av elementen i Z11 = {0, 1, 2, 3, . . . , 10} är 0, 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1, alla skilda fr̊an 6,
men eftersom x2 = (x2 + 1) − 1 är α2 = −1 och (4α)2 = (7α)2 = 5(−1) = −5 = 6, s̊a
t+ 9 = 4α, 7α ger lösningar till ekvationen: t = −9 + 4α, −9 + 7α = 2± 4α.
Det finns inget element i Z11 med kvadrat −1, s̊a x2 + 1 är irreducibelt (andragradspolynom

utan nollställe) och R allts̊a en kropp. Det följer att en andragradsekvation kan ha högst tv̊a
nollställen i R och vi har funnit alla lösningar.

Svar a: |R| = 121, b: Alla lösningar är t = 2± 4α.

13) Vi söker (a, 1p) antalet inverterbara element i Z299 och (b, 4p) ett element av ordning
33 i gruppen (U(Z299), ·). [299 = 13 · 23]

Lösning:
a. Antalet inverterbara element är φ(299) = (13− 1)(23− 1) = 12 · 22 = 264.
b. xn ≡299 1 omm b̊ade xn ≡13 1 och xn ≡23 1 [ty 299 | xn − 1 ⇔ (13 | xn − 1 och 23 | xn − 1)], s̊a
om a ∈ U13(= (Z13 r {0}, ·)) har ordning 3, b ∈ U23 har ordning 11 och x ≡13 a, x ≡23 b,
gäller xn = 1 i U299 omm 3 | n och 11 | n, dvs omm 33 | n, s̊a ett s̊adant x har ord-
ning 33 i U299. S̊adana a, b finns, ty U13, U23 är cykliska grupper (multiplikativa gruppen
i kropparna (13 och 23 är ju primtal) Z13 resp. Z23) av ordning 12 resp. 22. Man finner i
U13 : 22 = 4, 23 = 8, 24 = 3, 26 = 12, s̊a 2 genererar U13 (ordningen m̊aste ju vara en delare
till 12) och 24 = 3 har ordning 3 i U13. I U23 : 22 = 4, 211 = 2048 = 1, s̊a 2 har ordning 11
i U23.
Återst̊ar att finna x med x ≡13 3, x ≡23 2.
x ≡13 3 omm x = 3+13y för n̊agot y ∈ Z. D̊a gäller x = 3+13y ≡23 2 omm 13y ≡23 −1 omm
(eftersom sgd(2, 23) = 1) 3y ≡23 26y ≡23 −2 omm (eftersom sgd(8, 23) = 1) y ≡23 24y ≡23 −16 ≡23 7,
dvs y = 7 + 23z för n̊agot z ∈ Z. S̊a x = 3 + 13(7 + 23z) = 94 + 299z och x = 94 har ordning
33 i (U(Z299), ·). (Man kan ocks̊a använda metoden i stencilen om kinesiska restsatsen.)

(Alternativt: 2 har ordning 12 · 11 = 132 i U299, s̊a 24 = 16 har ordning 33.)

Svar a: Z299 har 264 inverterbara element,
b: T.ex. 94 och 16 är element av ordning 33 i (U(Z299), ·).


