Matematik, KTH
B.Ek

Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
13 mars 2014

Tryckfel kan forekomma.

1) (4p) Vi soker n > 3 sa att K, innehaller en hamiltoncykel och en sluten vig utan gemen-
samma kanter med hamiltoncykeln och som gar exakt en gang genom 6vriga kanter.

Losning: K, innehaller alltid en hamiltoncykel (eftersom det gar kanter mellan alla par av
horn, kan man ga cykliskt genom alla hérn). Om man tar bort kanterna i den, aterstar en
graf som ar sammanhéngande om n > 5 (om n = 3 saknar den kanter) och varje horn har
valens n — 3. Problemet &r nér det finns en sluten eulervég i den aterstaende grafen. Det
gor det som bekant omm alla hérn har jamn valens, dvs

Svar: Sadana finns omm n &r udda och > 5.
(om man godtar en tom vig som en sluten vig, gar ocksa n = 3 bra.)

2) (4p) Vi soker alla heltal x, y sddana att 39z + 45y = 12.

Losning: Da ekvationen divideras med 3 fas den ekvivalenta 13x + 15y = 4.
FEuklides algoritm ger 15 =113+ 2,13 =6-2+ 1 (sa sgd(13,15) =1 och) 1 = 13 —6-2 =

13 —-6(15—1-13) = 7-13 — 6 - 15. Multiplikation med 4 ger att {2’0 = 2824 Ar en losning
=

till ekvationen. (x,y) uppfyller da ekvationen precis om 13(x — o) + 15(y — yo) = 0, dvs
13(x — x9) = —15(y — yo), sa precis om bada leden &r en gemensam multipel till 13 och
15. mgm(13,15) = 13- 15 (ty sgd(13,15) = 1), sd& & — xg = 15a, for nagot a € Z. Det ger
y —yo = —13a, vilket kan hyfsas till = —2 4 15k, y = 2 — 13k, k € Z godtyckligt (k = a+2)

rx=—2++ 15k7 for gOdtkallgt ke Z.

Svar: Alla losningar ges av {y — 2 13k,

3) Vi soker antalen sitt att (a, 2p) stélla upp en skolklass med 11 flickor och 9 pojkar i ett
led, utan tva flickor langst fram och (b, 2p) om Lasse och Bosse dessutom inte far sta intill
varandra.

Losning: a. Lat X vara méngden av alla placeringar i ledet och A; méngden placeringar
med tva flickor langst fram. Da &r det sokta antalet: |X| —|A;| = 20! — 11-10- 18! =
(20 -19—-11- 10) -18! =270 - 18! (11 mojliga flicka ett, 10 flicka tva, resten kan ordnas pa 18! satt).

b. Med Ay = méingden placeringar med Lasse och Bosse intill varandra ger principen om
inklusion och exklusion det sokta antalet (antalet placeringar med Lasse och Bosse intill varandra =
2- antalet med Lasse och Bosse som en pojke): |X AN (A1 U A2)| = |X| — |A1| — |A2| + |A1 n A2| =
20!—11-10-18!-2-19!+2-11-10-17! = (20-19-18—11-10-18 —2-19-18+2-11-10)-17! = 4396-17!.
Svar a: Pa 270 - 18!(= 1728 640 900 546 560 000) sitt,

b: Pa 4396 - 17!(= 1563601933910 016 000) satt.

4) (4p) Gruppen G = U(Zys) verkar pa méangden X = Z;3 med multiplikation. Vi soker
alla banor.

Losning: Banorna dr Gx = {gz | g € G} for olika z € X.

G innehaller precis de z € Z;g som har sgd(x,18) = 1 (de inverterbara, enligt kiind sats), dvs
G=1{1,5,7,11,13,17}.

Man finner GO = {0}, G1 = {1,5,7,11,13,17} = G, G2 = {2,10,14,4,8,16}, G3 =
{3,15,3,15,3,15} = {3,15}. Eftersom 4 € G2 ar G4 = G2 och p.s.s. ar G5 = G1 = G, men
G6 = {6,12,6,12,6,12} = {6,12} och G9 = {9,9,9,9,9,9} = {9}. Alla G:s element finns
med i precis en av dessa, sa det ar alla banorna.

Svar: Banorna ar {0}, {1,5,7,11,13,17}, {2,4,8,10,14,16}, {3,15}, {6, 12}, {9}.




5) (4p) Vi soker sgd(f(z), g(x)) i Zs[z], d& f(z) = 2t +23+422+32+4, g(x) = 2*+22+32+1.

Lésning: Euklides algoritm. Man finner att f(z) = 1-g(z) + (2® + 32% + 3) = f(x) + h(x)
och med polynomdivision g(z) = (z + 2)h(z). Det betyder att sgd(f(x),g(z)) = h(z) =
@3 + 327 + 3.

Svar: sgd(f(x),g(x)) = =3 + 3x22 + 3.

6) (5bp) G ar en grupp och A C G, A # &.
Vi skall visa att om G4 = {g € G | ga € A {or alla a € A} maste |G| < |A].

Lo6sning: Beviset grundar sig pa att g € G 4 bestams helt av sin verkan pa ett enda a.
Tag ett a € A (finns, ty A # ). Om g1,g92 € G4 och gia = goa &r g1 = g2 (ty a € G, multiplicera
med a~! fran hoger). Det betyder att f, : G4 — A som ges av f,(g) = ga ar en injektion, sa
|GA| < |A‘ (postfacksprincipen). Saken ar klar.

7) ™ € So uppfyller n(1)=6, n(2)="7, n(3)=1, 7(4)=9, 7(5) =5, 7(6)=3, n(7)=2, 7(8)=8.
Vi skall (a, 1p) finna 7(9) och skriva 7 i cykelnotation, (b, 1p) avgdra om 7 ar jamn eller

udda, (c, 3p) finna antalet o € Sg som uppfyller o7 = 7~ 10.

Liisning: a. 7T(9) =4 (7 &ar en surjektion, sa alla viarden 1, 2,..., 9 antas).

Eftersom 7(1) = 6, 7(6) =3, 7(3) =1 ete, fas 7 = (163)(27)(49)(5)(8).

b. Eftersom 7 har ett jamnt antal (2) cykler av jaimn ldngd &r det en jaimn permutation.
c.om=nmlowono =7t oro7t=(c(1)0(6)o(3))(c(2) (7)) (c(4)5(9))(c(5))(c(8)).
For att den skall vara samma som 71 = (136)(27)(49)(5)(8) kriivs att i-cykel svarar mot
i-cykel osv. o(1) kan vara 1, 3 eller 6 (3 mojligheter), o(6), o(3) bestdms entydigt av o(1).
o(2) kan vara 2, 7, 4 eller 9 (4 mojligheter), den bestdmmer o(7), varefter o(4) har tva
mojliga virden, sedan ar o(9) bestamd. o(5) kan vara 5 eller 8, o(8) da bestdmd. Multip-
likationsprincipen ger totalt 3-1-1-4-1-2-1-2.1 = 48 mojliga o.

Svar a: m = (163)(27)(49)(5)(8), b: 7 ar jamn, c: Det finns 48 sadana o.

8) (5p) p och ¢ ir olika primtal. Vi séker alla k € N sidana att 2% =, x for alla x € Z.

Losning: Eftersom p och ¢ &r relativt prima: z* =pg T & (xF =, x och xk =, &) (entydig
faktorisering i Z ger p-q | (z¥ —z) & (p | (z* — z) och ¢ | (¥ — x)), sa kongruensen galler for alla x € Z
omm zF = z for alla = i bade Z, och Z,. For x inverterbart i Z, (dvs = # 0) &r k=2
ekvivalent med zF~! = 1, dvs (p — 1) | (k — 1) (eftersom (Z, ~ {0},-) ér en cyklisk grupp
av ordning p — 1 finns ett element av ordning p — 1 och allas ordningar ar delare till det
(kéind f6ljd av Lagranges sats). FOr x = 0 duger alla k& > 0. Med motsvarande for ¢ fas att
de sokta k ar precis de som uppfyller bade (p — 1) | (k — 1) och (¢ — 1) | (kK — 1), sa alla
k=n-mgm(p—1,¢g—1)+1, neN.

Svar: Allak=n-mgm(p—1,q—1)+1, n € N.

9) (6p) Vi skall visa att 3rs + 2ry +r5 — 77 — 2rg — ... = >~ 4(6 — i)r; = 12 for en plan,
sammanhéngande, 3-reguljar graf med r; st ytor med 7 kanter (i = 3,4,...).

Losning: Om vi adderar alla hornens valenser raknar vi varje kant tva ganger, sa 3v = 2e.
Om vi adderar antalet kanter vid varje yta rdknar vi p.s.s. varje kant tva ganger, sa
>, ir; = 2e. Totala antalet ytor &r r =3 . r;.

For en plan, sammanhéngande graf géller Eulers polyederformel v—e+r = 2, sa 3u—3e+3r =
6. Med 3v = 2e ger det —e + 3r = 6, sa 6r — 2¢ = 12. Inséttning av r och e ger
6> ,ri—> ;ir; =y ,(6—1)r; =12. Saken &r klar.




10) Vi séker (a, 1p) |R| och (b, 5p) alla 1sningar till ekvationen > + 7t + 9 = 0 i ringen
R = Z11[z]/(2? + 1). Vi kallar restklassen som innehaller z for a.

Losning: a. Varje restklass i R innehaller precis ett polynom av grad < 1 (och alla sidana
ligger forstas i sin restklass), sa elementen i R kan skrivas a + bOé7 dar olika a, b e le ger olika,
element. Det ger att |R| = 112 = 121.

b. 2+ T7t+9=1>+18t+9=1>+ 18t +4+5 = (t +9)? + 5, sa ekvationen kan skrivas
(t+9)2+5=0. t+9 maste alltsd vara ett element i R med kvadraten —5 = 6. Kvadra-
terna av elementen i Z1; = {0,1,2,3,...,10} ar 0,1,4,9,5,3,3,5,9,4, 1, alla skilda fran 6,
men eftersom 22 = (22 +1) — 1 ir a® = —1 och (4a)? = (7a)? = 5(-1) = —5 = 6, sa
t+9 = 4a, Ta ger 16sningar till ekvationen: t = -9 4+ 4o, =9 + 7a = 2 + 4a.

Det finns inget element i Zi; med kvadrat —1, sa x? + 1 #r irreducibelt (andragradspolynom
utan nollstille) och R alltsa en kropp. Det foljer att en andragradsekvation kan ha hogst tva
nollstillen i R och vi har funnit alla 16sningar.

Svar a: |R| = 121, b: Alla lésningar ar t = 2 + 4o




