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Tryckfel kan forekomma.
la) (1p) Valensen d(v) for ett horn v i en graf ar antalet grannar till hornet (= antalet
forekomster av v i elementen i F).
b) (1p) En hamiltoncykel i en graf G = (V, E) &ar en cykel som passerar varje horn pre-
cis en gang (= en permutation vy,vs,...,v, av V, dar {v;,v;41} och {v,,v1} € E for
i=0,...,n—1).
c) (1p) Halls sats séger att en bipartit graf G = (X UY,FE) (da&r X nY = o) har en
fullstand1g Inatchning (dvs en matchning dar varje x € X ar matchad) Omim for varje A cX galler
att |J(A)| > |A|, dér J(A) ={y € Y | {z,y} € E {6r nagot z € A}.

2a) (1p) p € Z &r ett primtal omm p > 2 och dess enda delare &r 1 och p (alternativt, omm
det har precis tva olika positiva delare).

b) (1p) x € Z,, ar inverterbart omm sgd(z,m) = 1.

c) (1p) |A| = |B| omm det finns en bijektion f: A — B.

3a) (1p) Binomialsatsen siger att (a 4+ b)" = Y _, (7)a"*b*, dér n € N och (}) &r bino-
mialtalet (formeln #Lk), eller rekursionsformeln for ('Z) krévs inte).
b) (1p) En binér relation R pa en méngd X &r reflexiv omm aRax for alla z € X.

¢) (1p) Principen om inklusion och exklusion for tre méangder A, B, C séger att
[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|—|BNC|—-|CNAl+|AnBNC|.

4a) (1p) m € S, dr en jamn permutation omm den kan skrivas som en produkt av ett jaAmnt
antal transpositioner.

b) (1p) a, B € S, ér konjugerade omm det finns o € S,, med caoc~! = 3.

c) (1p) Antalet permutationer i Sg med cykelstruktur [123] &r 6 - (g) 2=6-54.2=120
(elementet i 1-cykeln kan viljas pa 6 sitt, sedan kan elementen i 2-cykeln viljas pa (g) satt och 6vriga 3 element

. 1
kan bilda en 3-cykel pa 2 satt). Alternativt 16273 (ordna alla 6, samma i-cykel kan skrivas pa ¢ satt).

5) (3p) Vi soker antalet ytor en sammanhéingande graf som ritas utan korsande kanter pa
ytan av en sfar delar in sfarens yta i, om antalet horn a4r 5 mer &n antalet ytor och antalet
kanter ar 5 mer an antalet horn.

Lo6sning:
Med vanliga beteckningar géller dels Eulers polyederformel v—e+1r = 2 och dels att v = r+5
och e = v+ 5. De senare ger e =r + 10 sa (r +5) — (r + 10) + 7 = 2 och dérmed r = 7.

Svar: Den delar in sfiarens yta i 7 ytor.

6) (3p) Vi soker alla heltal x, y sddana att 186z + 69y = 3.

Lo6sning:

Da ekvationen divideras med 3 fas den ekvivalenta 62z + 23y = 1.

Euklides algoritm ger 62 = 2-23416,23 =1-16+7,16 =2-74+2,7=3-2+1 (sa
sgd(62,23) =10och)1=7-3-2=7-3(16—-2-7) = -3-164+7-7=-3-164+7-(23—16) =
7-23—-10-16=7-23 —10(62 —2-23) = —10 - 62 + 27 - 23.

{zo :2_710 ar alltsa en 10sning till ekvationen. (z,y) uppfyller da ekvationen precis om
o0 =

62(x — zo) + 23(y — yo) = 0, dvs 62(x — z9) = —23(y — yo), sa (entydig faktorisering och
sgd(62,23) = 1) x — x¢p = 23k, for nagot k € Z. Det ger y — yo = —62k. Man ser att
x = xg + 23k, y = yo — 62k ocksa loser ekvationen for alla k € Z, sa vi har funnit alla

l6sningar.
r = —10 4 23k,
Y

Svar: Alla l6sningar ges av for godtyckligt k € Z.
gar g — 27 _ 62k, godty g €




7) (3p) Vi soker antalet sétt att fordela 12 olika bdcker och 6 identiska pennor bland 20
personer, da varje person kan fa hogst en bok.

Losning:
. o o ! 1 .
Bockerna kan fordelas pa (20)12 = % = 28£‘ satt (antalet injektioner bécker — personer).
.. o — ! .
Pennorna kan fordelas pa (20+66 1) = 6,2?'9, satt (6 pennor utses bland 25 pennviggar).

Multiplikationsprincipen ger svaret 20' 6,2?9, = Qg,%?!.
Svar: Det sokta antalet sitt &r Qg, 25 (= 10686 184 167 859 200 000).

8) m € Ss ges av n(1)=3, 7(2)=1, n(3)=8, 7(4)=7, m(5) =4, n(6)=6, 7(7) =5, 7(8)=2.

Vi skall (a, 1p) skriva 7 i cykelnotation, (b, 1p) avgéra om 7 &r jamn eller udda och (c, 1p)
finna 7 € Sg med 77 =70, dér 0 = (164)(2837).

Losning:

a. m(1)=3,7(3) =8, n(8) =2, w(2) =1, 7(4) =7,... ger att m = (1382)(475)(s).

b. Eftersom 7 har ett udda antal (1) cykler av jamn langd ar det en udda permutation.

c. ir =710 =707 tochTor™! = (7(1) 7(6) 7(4)) (T(2) 7(8) 7(3) 7(7)) (7(5)), s& vi kan
ta 7(1)=4, 7(6)="7, 7(4)=5, 7(2)=1, ..., 7(5)=6. Det ger 7 = (1456 72)(38).

Svar a: # = (1382)(475), b: 7 ar udda, c: t.ex. 7= (145672)(38).

9) (4p) Vi soker |V och |E| for en graf G = (V, E) dar varje komponent innehéller hogst en

cykel, precis 18 av komponenterna saknar cykel och medelvardet av hornens valenser &r Zf

Losning:

Lat v = |V, e = |E|. En komponent utan cykel ar ett trdd, sa den innehaller ett horn mer
an kanter, medan en komponent med precis en cykel har en kant mer, dvs lika manga hérn
som kanter. Det ger att v = e + 18.

Medelvirdet av valenserna, 1 =2 — L ar 13 §(z) = 1.2e = w =2-30 g
36 — L och v =241 =369 och e = v — 18 = 351.

v

Svar: Grafen har 369 horn och 351 kanter.

10) Vi soker (a, 2p) alla mojliga cykelstrukturer for udda permutationer av ordning 12 i Sy
och (b, 2p) det totala antalet udda permutationer av ordning 12 i Sig.

Losning:

a. Eftersom ordningen fér en permutation &r mgm till cykellingderna, maste en av dem vara
en multipel av 4, men inte 8, sa en 4-cykel maste inga (< 10 ju). P.s.s. maste en cykellingd
vara en multipel av 3, men inte 9. 6 gar inte, eftersom [46]-permutationer &r jamna, sa
(minst) en cykel maste ha langd 3. Det totala antalet cykler av jamn langd skall vara udda
for udda permutation, sa enda mojligheterna ér [3%24] och [1334].

b. Antalet av typ [324] ar 2_13%!'4 = % (10! satt placera in 1-10 i cyklerna, samma permutation om man
kastar om 3-cyklerna, i sitt skriva samma i-cykel). P.s.s fas antalet av typ [1334] till 3,1(?))'4 = %

Det sokta antalet &r summan av dem (additionsprincipen!), % 10' =10-2-7!' = 20-5040 = 100800.
Svar a: Méjliga cykelstrukturer dr [324] och [1334], b: Det finns 100 800 st.




11) Vi soker i Zis47 (1547 = 7-13-17) potenserna (a, 1p) 55153, (b, 1p) 1259 och (c, 2p) 26224
Lo6sning:

a. Eftersom ¢(1547) = ¢(7-13-17) = 6-12- 16 = 1152 och sgd(55,1547) = 1 ger Eulers
sats att 551152 = 1 och dérmed 55192 = 55 i Z1547.

b. sgd(12,7) = sgd(12,13) = sgd(12,17) = 1, sa enligt Fermats lilla sats (7, 13 och 17 ar ju
primtal) ar 1248 = (126)8 =7 18 = 1, 1248 = (1212)4 =13 14 = 1, 1248 = (1216)3 =17 13 = 1,
sa 1248 — 1 #r delbart med 7, 13 och 17, sa med 1547 och 1250 = 547 1 - 122 = 144.

c. Som i b) fas 26224 =, 537612 — (56)37 .52 =, 137.25 = 4 (ty 715), 26%** =13 0%%* = 0 (ty
13| 26) och 26224 =17 261416 = (2616)14 =1, 114 =1 (ty 17+ 26).

Med z = 26224 har vi alltsa © =13 0, © =7 4 och  =;7 1. Kinesiska restsatsen!

Den forsta ger x = 13s for nagot s € Z. Den andra ger da 13s =7 4, sa 0 =7 s + 4, dvs
s = Tt+ 3 och x = 13(7t + 3) = 91t + 39 for nagot ¢ € Z. Den tredje ekvationen ger
91t + 39 =17 6t + 5 =17 1. Eftersom sgd(3,17) = 1 kan vi multiplicera med 3 och far
18t +15 =17t — 2 =17 3, sa t = 17u+ 5 for nagot u € Z och x = 91(17u + 5) + 39 =
1547w 4 455 4 39 =1547 494.

Svar: Potenserna ar a: 55, b: 144, c: 494 i Zq547.

12) Med A = {a1,a9,...,a,} och B = {by,ba,...,bs} disjunkta med |[A] = r > 1,
|B| = s > 1, skall vi (a, 3p) visa att g, antalet ord i AU B av langd n och ett udda antal
forekomster av element fran A, uppfyller ¢, = (s —7)gn_1 +7(r+s)" "t forn =1,2,... och
go = 0 och (b, 2p) bestdamma ¢, for n =0,1,2,...

Losning:
a. ¢, = antalet ord av lingd n i alfabetet A U B med ett udda antal fran A =
= (antalet som slutar pa element i B) + (antalet som slutar pa element i A) =
= s - (antalet av langd n—1 med ett udda antal ur A) +
+ r - (antalet av lingd n—1 med ett jaimnt antal ur A) =
=8¢ 1 +r((r+8)" =g 1) =((—=7)gn_1+r(r+s)"tforn=12...
qo = 0, eftersom det enda ordet av ldngd O inte innehaller ett udda antal fran A.
(Att AN B = @ anvindes vid det andra =’ ovan (additionsprincipen).) a-saken ar klar.
b. Den homogena rekursionsekvationen ¢,, = (s—r)g,—1 har karakteristisk ekvation x = s—r,
sa dess allménna 16sning &r ¢, = C(s —r)".
En partikularlosning till den inhomogena ekvationen fas med ansatsen g, = a(r + s)™ :
a(r+s)" = (s —r)a(r + s)"* +r(r+ )", vilket ger a(r +s) = a(s —r) +r,sd a = 3.
Den allménna lésningen &r alltsa ¢, = 2 (r +s)" + C(s — r)".

qo =0 ger C = —1, s den sékta 6sningen &r g, = ((r +s)" — (s — )").

Svar a: Visat ovan, b: g, = %((r +s)" —(s—7r)") for n =0,1,2,...

13) (5p) Vi skall visa att om p &r ett primtal och 2p+ 1 inte &r ett primtal finns inget « € Z
med ¢(z) = 2p.

Lo6sning:
Vi antar att z € Z och ¢(z) = 2p och skall hérleda en motségelse.
Lat ¢ = p'p5* - ... - py", dér p;ma ar olika primtal och alla e; € Z, . Enligt en kénd sats &r

da ¢(z) = p7 " Hpr 1) - ...

D> 5 (ty 2-2+41 och 23+ 1 &r primtal) och diarmed udda, sa, hOgSt ett p; ar udda (annars ingar en
faktor 22 i ¢(z)).

Fall 1: p1 = 2. Da ar x = 2 eller 2° - pSQ, déar e = 1 eller 2 (annars en faktor 22§ o(x)).

x =2% ger ¢(z) = 2471 dvs ¢(x) = 1 eller 2, bada # 2p. Omdjligt.

=2 p5? ger ¢(x) =271 - p2 H(py — 1), dvs @(z) = p2(py — 1) eller 2p5>~ (py — 1).
I det forsta fallet ar p = pgrlw och ps — 1 = 2 eller 2p, bada omdjliga (ps # 3, ty
p #3271 py # 2p+1, ty pp primtal). I det andra fallet &r p = pgz_l(pg —1l)ochp,—1=1
eller p, bada omdjliga (pe # 2, ty p # 2271, po # p+ 1, ty p+ 1 ér inte ett primtal (p ar ju
ett udda primtal)).

Fall 2: p; > 2. Da ér o = p$' (hgst ett udda p;) och ¢(x) = p$*~*(py — 1), vilket ar omdjligt
pa samma sitt som i "det forsta fallet” ovan.

Fler fall finns inte, sa4 saken ar klar.




