Matematik, KTH
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Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
7 januari 2014

Tryckfel kan forekomma.

1) (4p) Vi skall visa att om G = (V, E) ér isomorf med G &r [V| =0 eller 1 (mod 4).

Lésning: For x € V, 1at §(x) vara dess valens i G och 6(x) den i G. D& ir 6(x) + 0(x) =
V|-1forallazeV,sa> . (0(x)+d(x)) = [V|(|V]-1). Kint ar att >, 0(z) = 2|E]|
och da G och G dr isomorfa &r > .\, 0(z) = 3 oy 6(x), s& [V|(]V] — 1) = 4|E|. Eftersom
en av |[V| och |[V|—1 &r udda dr den andra delbar med 4, dvs |V| =4 0 eller 1.

Saken ar klar.

2) (4p) Vi soker alla heltal z, y sadana att 186z + 69y = 3.

Lo6sning: Da ekvationen divideras med 3 fas den ekvivalenta 62x + 23y = 1.

Euklides algoritm ger 62 = 2-23416,23 =1-164+7,16 =2-7+2,7=3-2+1 (sa
sgd(62,23) =1och) 1=7-3-2=7-3(16—-2-7) = —-3-16+7-7=—-3-16+7-(23—-16) =
7-23—-10-16=7-23 —10(62 —2-23) = —10- 62 + 27 - 23.

{;0 :;710 ar alltsa en 16sning till ekvationen. (z,y) uppfyller da ekvationen precis om
o0 =

62(x — z9) + 23(y — yo) = 0, dvs 62(x — 29) = —23(y — yo), sa (entydig faktorisering och
sgd(62,23) = 1) © — x¢p = 23k, for nagot k € Z. Det ger y — yo = —62k. Man ser att
x = xg + 23k, y = yo — 62k ocksa loser ekvationen for alla k € Z, sa vi har funnit alla

16sningar.
{a; — —10 + 23k,

Svar: Alla losningar ges av
y = 27 — 62k,

for godtyckligt k € Z.

3) Vi soker (a, 3p) antalet sétt att fordela 12 olika bocker och 6 identiska pennor bland 20
personer, da varje person kan fa hogst en bok, och (b, 1p) antalet sétt da dessutom minst
en person far bade en bok och minst en penna.

v . . .. o | [
LOSl’lll’lg: a. Bockerna kan fordelas pa (20)12 = (202_7012), = 2870’ satt (antalet injektioner bécker —
personer).
.. o — ! .
Pennorna kan fordelas pa (20+66 1) = 6'2'?9' satt (6 pennor utses bland 25 pennviggar).

T leationan el 20! 25! __ 20-25!
Multiplikationsprincipen ger svaret Sr - oiter = “orar

b. Fran svaret i a) dras antalet fordelningar da alla som fatt en bok blir utan penna. De &r
som ovan 2% . (8+6—1) __ 13120

(pennorna foérdelas bland de 8 som inte fatt ndgon bok). Antalet blir

20! gly Sa ) G ths  1a
alltsa 87!.(6!41.9! - 6!47.!> = Bral (Tgi - ?)

Svar a: P& 202" (= 10686 184 167859200 000) sitt,

b: P4 2% (23 — 131)(= 10582641016 915968 000) séitt.

4) (4p) Vi skall visa att om G dr en grupp och a, b, ¢ € G uppfyller abc = b~ sa ér cba = b~ 1.

Losning: abc =b"! = abchb =1 = bcb = a~! = bcba = 1 = cba = b~!. Saken &r klar.

5) (4p) Vi soker den moniska stérsta gemensamma delaren i Zs[z] till
f(x) =a2* + 23+ 322 + 2 + 1 och g(x) = 2° + 32* + 32 + 30 + 4.

Lo6sning: Vi anvénder (forstas) Euklides algoritm.

Polynomdivision i Zs[xz] ger g(x) = (x + 2) f(z) + (323 + 32% +2) = (v + 2) f(z) + h(x),
f(x) =22 h(z)+ (322 + 22 + 1) = 22 - h(x) + k(x) och h(z) = (z + 2)k(x).

k(x) = 322 + 2z + 1 #r alltsa en sgd till f(x) och g(x). Fér att finna den moniska sgd:n
multiplicerar vi med (det inverterbara elementet) 2 och far x? + 4z + 2.

Svar: Den moniska storsta gemensamma delaren ar x2? + 4x + 2.




6) (5p) Visoker |V| och |E| for en graf G = (V| E) dér varje komponent innehaller hogst en

cykel, precis 18 av komponenterna saknar cykel och medelvardet av hornens valenser ar Z—Ef.

Losning: Lat v = |V|, e = |E|. En komponent utan cykel ar ett trad, sa den innehaller
ett horn mer dn kanter, medan en komponent med precis en cykel har en kant mer, dvs lika
manga hérn som kanter. Det ger att v = e + 18.

Medelvirdet av valenserna, 18 =2 — L &r 13 45(z) = 1.2 = @ =2- %
36 — % ochv=2-41=369 och e = v — 18 = 351.

Svar: Grafen har 369 horn och 351 kanter.

7) m € Ss ges av w(1)=3, (2)=1, n(3)=8, 7(4)=7, n(5) =4, 7(6)=6, 7(7) =5, 7(8)=2.
Vi skall (a, 1p) skriva 7 i cykelnotation, (b, 1p) avgdra om 7 &r jamn eller udda, (c, 1p)
finna 7 € Sg med 77 = 70, dir 0 = (164)(2837) och (d, 2p) finna antalet mojliga 7 i c).

Losning: a. 7(1) =3, 7(3) =8, 7(8) =2, n(2) =1, 7(4) =7,... geratt m = (1382)(475)(6).
b. Eftersom 7 har ett udda antal (1) cykler av jamn ldngd &r det en udda permutation.

c. itr=70 < 7 =7107 'ochTor ' = (7(1)7(6) 7(4)) (7(2) 7(8) 7(3) 7(7)) (7(5)), sa vi kan
ta 7(1)=4, 7(6)=7, 7(4)=5, 7(2)=1, ..., 7(5)=6. Det ger 7 = (1456 72)(38).

d. 7 skall ta varje i-cykel i o till i-cykeln i w. Det kan goras pa ¢ sidtt (om man bestdmmer bilden

av ett element bestims Gvriga). Totalt finns alltsd (multiplikationsprincipen) 3 -4 -1 = 12 mojliga 7.

Svar a: m = (1382)(475), b: 7 ar udda, c: t.ex. 7 =(145672)(38), d: 12 st.

8) Vi soker i Zis47 (1547 = 7-13.17) potenserna (a, 1p) 55153 (b, 2p) 1259 och (c, 2p) 26224,

Losning: a. Eftersom ¢(1547) = ¢(7-13-17) =6-12-16 = 1152 och sgd(55,1547) = 1 ger
Eulers sats att 55152 = 1 och dirmed 55'1%3 = 55 1 Z547.

b. sgd(12,7) = sgd(12,13) = sgd(12,17) = 1, sa enligt Fermats lilla sats (7, 13 och 17 ar ju
primtal) dr 1248 = (126)8 =7 18 = 1, 1218 = (121%)* =3 11 =1, 128 = (1216)3 =, 13 =1,
s& 1248 — 1 &r delbart med 7, 13 och 17, s& med 1547 och 12°0 =547 1 - 122 = 144.

c. Som ib) fas 26224 =; 537642 = (56)37. 52 =, 137. 25 =7 4 (ty 715), 2622 =13 0224 = 0 (y
13 26) och 26224 =17 261416 = (2616)14 =17 114 =1 (ty 174 26).

Med z = 2622 har vi alltsd =13 0, £ =7 4 och « =7 1. Kinesiska restsatsen!

Den forsta ger x = 13s for nagot s € Z. Den andra ger da 13s =7 4, sa 0 =7 s + 4, dvs
s = Tt+ 3 och o = 13(7t + 3) = 91t + 39 for nagot ¢t € Z. Den tredje ekvationen ger
91t + 39 =17 6t + 5 =17 1. Eftersom sgd(3,17) = 1 kan vi multiplicera med 3 och far
18t +15 =17 t —2 =17 3,84t = 17u+ 5 {6r nagot u € Z och x = 91(17u + 5) + 39 =
1547w 4 455 4 39 =1547 494.

Svar: Potenserna ar a: 55, b: 144, c: 494 i Z547.




9) (6p) En kub skall fa en enférgad kula i varje hérn. Vi sdker antalet visentligt olika sétt
det kan ske om de réda och de bla kulorna tillsammans skall vara fyra stycken och Ovriga
fyra kulors farger valjs bland k andra farger.

Loésning: Vi anvinder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har 24
element (|Gz||G,| =83 =24 om z &r ett av kubens horn):

identitets”rotationen” id,

8 rotationer 27” kring axlar genom motsatta horn rotyp,

6 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta kanter rotgy,

3 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rots, och

6 rotationer § kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rots,z.

|F'(g)], antalet konfigurationer som inte dndras av g for de olika g € G blir:

g |antalg| [F(g)|

i 1 (Z) 24 . k* (vilka r/b? varje av dem 1 eller b? dvriga vilka av k?)
rotpp 8 2-2-22. k2 (ett horn, en 3-bana r/b, r eller b? tva mojliga k-firger)
rotgk 6 (4) - 22 . k2 (fyra par, vilka tva r/b? 1 eller b? ovriga vilka av k?)
TOtgor 3 (5) - 2% - k? (som rotyy)
rotssz 6 2.2k (samma farger fyra och fyra, vilka r/b? etc.)

Sa antalet olika utsmyckningar = antalet banor under G:s verkan pa fargningarna =

= 161 Lgeq |1 F(9)] = 27 (7024 k*+(8-16+(6+3)-6-2%)k* +6-2-2-k) = 5(140k" +43k>+3k).
(Man finner t.ex. 62, 806, 3912 da k=1, 2, 3.)

Svar: Det finns %(140]@4 + 43k? + 3k) olika sAdana utsmyckningar.

10) Vi skall (a, 1p) visa att polynomet f(z) = 23 + x + 1 &r irreducibelt i Zz[z], (b, 1p)
finna o, o, ... i F = Zs[x]/(f(z)), uttryckta i 1, a och o2, d& « #r ekvivalensklassen som
innehéaller x, och (c, 4p) faktorisera polynomet g(t) = t>+t+1 € F[t] i irreducibla faktorer.

Loésning: a. Om f(z) vore en produkt av tva icke-konstanta polynom vore det ena av grad
1, dvs f(z) skulle ha ett nollstélle. Men f(0) = f(1) =1, sa f(x) &r irreducibelt.

b. a uppfyller f(a) =0 (ty f(z) =(s(a)) 0 i Za[2]), 58 a® = a + 1. Det ger
B=a+l,at=a-aP=a’+a,d’=a-* =+’ =a+1+?=a’+a+1,
S=a-a=+a’+ta=a+1+a’+a=a’+1,ad" =a-a* =) +a=a+1+a=1
Alla a:s heltalspotenser fas alltsa av

=lal=a,’*=cP=a+1,a*=’+0, =2 +a+1,ab=a’+1
ocha'=aod omi=7j (tya” =1).

c. g(a) =01 F enligt definitionen av «, sa ((t — a) =)(t + @) | g(t).

Polynomdivision i F ger g(t) = (t + a)(t? + at + a%) = (t + a)h(t). For att faktorisera h(t)
soker vi nollstiillen och finner h(a) = a8 men h(a?) = a* + o +af =a?(a® + a+ 1) =0,
s& (t +a?) | h(t). Division ger h(t) = (t + a?)(t + o), s& g(t) = (t + a)(t + a?)(t + a?).
Faktorerna ar alla av grad 1, sa irreducibla.

Svar a: Visat ovan, b: o = o/ om i = j (mod 7) och
a’®=1,a'=a,a®?=a?%a®=a+1,a*=a?+0a, a® =a?+a+1, a® = a?+1,

c: g(t) = (t+ a)(t+ a®)(t + a?).




