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Tryckfel kan forekomma.
1a) (1p) (G,o) &r en grupp omm 1. (zoy)oz = xo(yoz) for alla x,y, z € G (associativitet),
2. Det finns e € G sadant att eox =z oe =z {or alla x € G (identitetselement) och

3. For varje x € G finns 71 € G med zox™! =271 o2 = e (inverselement).
(Villkoret om slutenhet behdvs inte, eftersom vi forutsatt att o : G x G — G.)

b) (1p) Gruppen (G, o) &r abelsk omm aob=boa {or alla a,b € G.
c) (1p) Antalet delgrupper av ordning m &r 1 om m|n, annars 0.

2a) (1p) Stabilisatorn for x € X da G verkar pa X ar G, = {g € G | gz = z}.

b) (1p) Om z € X har banan Gz och stabilisatorn G, géller |G| = |Gz| - |G,|.

c) (1p) Operationen - skall vara kommutativ och alla z € R utom 0 skall ha en invers
2 ' € R (dvsz- 2~ =1). R skall forstas ha en etta.

3a) (1p) Mojliga virden for karakteristiken &r alla primtal och 0.

b) (1p) f(z) € F[x] &r irreducibelt omm f(x) = g(z)h(z), g(x), h(z) € F[z], medfor att
precis en av g(x) och h(z) &r konstant (dvs av grad 0).

c) (Ip) Om f(z) € Flx] &r = — v en delare till f(z) omm f(a) =01 F.

4a) (1p) H:s kolonner skall alla vara olika och inte 0-kolonnen.
b) (1p) Om n =p - q (p,q primtal) bestdms d av e-d =, 1, ddr m = (p — 1)(¢ — 1).
c) (1p) Om p, ¢ &r primtal och k =,_1)(g—1)1 &r zk =,z for alla z € Z.

5) (3p) Vi soker x d& ax? = b och 2% = ¢, dir a,b,c,x € G, en grupp.

Lo6sning:

T.ex. ac = ax®

= a2 = bx3, sa b~ lac = 22 och ab lac = ax® = azx?z = bz, s&

Svar: x = b~ lab lac.

6) Delgruppen H till gruppen (G, *) verkar pa méngden G enligt h(g) = h * g.

Vi soker for g € G (a, 1p) stabilisatorn Hy och (b, 2p) banan H(g).

Lo6sning:

a. Enligt definition & H, = {h € H | h(g) = g}. Men h(g) = h*xg = g ger h = 1,
identitetselementet (multiplicera fran héger med g’l)7 sa Hg = {1}

b. Enligt definition &r H(g) = {h(g) | h € H} = {h*g | h € H}, dvs banan H(g) ar
hogersidoklassen Hg.

Svar a: Stabilisatorn Hy &r {1}, b: Banan H(g) &r hogersidoklassen Hg.

7) (3p) Vi skall faktorisera polynomet f(z) = x* + 23 + x + 4 i irreducibla faktorer i Zs[z].

Lo6sning:

Vi undersoker forst om (det ér sa lyckligt att) f(2) har nadgon forstagradsfaktor, dvs om det har
nagot nollstélle i Zs. Vi finner f(0) =4, f(1)=14+1+144=2, f(2)=14+3+24+4=0,
s f(x) har enligt faktorsatsen en faktor x — 2 = x + 3. Polynomdivision ger f(x) =
(x+3) (23 + 322 + 2 +3) = (z+3)g(x). z+3 ir irreducibelt. Om g(x) dr reducibelt har det
en forstagradsfaktor. ¢g(0),g(1) # 0 (ty £(0), f(1) #0), g(2) =3+2+4+2+3 =0, sa g(z) har en
faktor z + 3. Polynomdivision ger g(x) = (z + 3)(2? + 1) = (x + 3)h(x). h(0),h(1) # 0 och
h(2) =4+ 1 =0, sa h(z) har en faktor x + 3. Polynomdivision ger h(z) = (x + 3)(z + 2),
med irreducibla faktorer.

Svar: f(x) = (z + 2)(z + 3)3, dir faktorerna ér irreducibla.




8) Vi soker dels det minsta e > 10 sadant att (391, e) kan anvéndas som krypteringsnyckel
i ett RSA-system, dels ett d, sddant att (391, d) ar en motsvarande dekrypteringsnyckel.

Losning:

n =391 = 17-23 ger m = 16-22 = 2° .11 = 352. Villkoret pa e ir da sgd(m,e) =
sgd(2° - 11,¢e) = 1, med minsta 16sning > 10 : e = 13.

Det skall gélla e - d =352 1. Vi anvander Euklides algoritm:

352 =27-134+1,sa1=1-352—27-13 =1-352—13-352+352-13—27-13 = 325-13—12-352
och vi kan vélja d = 325.

Svar: e = 13, d = 325.

9) Vi skall (a, 1p) finna alla element i Usy (de inverterbara elementen i Za1) och (b, 3p) avgéra om
gruppen (Usq,-) ar cyklisk.

Losning:

a. ¢ € Up; omm x € Zgoy och sgd(x,21) =1, sa Uy = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19, 20}.
b. Eftersom Zoi =~ Z3 X Z7 ar Uy; =~ U3z x U;. Alla y € Uz och alla z € U; uppfyller
Y% =1, 25 = 1. Det ger att 2° =1 for alla 2 € Usy, sd (Uag,-) ér inte cyklisk.

(Man kan forstas ocksa berakna ordningarna for elementen i Uszq. Eftersom ordningen méaste vara en delare till 12

(= |U21|) har & € Us; ordning 12 (dvs genererar gruppen) omm z* # 1, 2% # 1. Anvind ocksa 246 = (—z)*5.)

Svar a: U2, = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19, 20}, b: (Uz1,-) ar inte cyklisk.

10) Vi har ringen F = Zs[z]/(f(x)), dir f(z) = 2% + 22 + 2, och kallar x:s ekvivalensklass
for a.. Vi skall (a, 1p) visa att F' #r en kropp, (b, 1p) uttrycka a? som en linjirkombination
av 1 och a och (¢, 2p) faktorisera g(x) = 22 + x + 2 € F[z] i irreducibla faktorer.

Losning:

a. F &ar en kropp omm f(x) ar irreducibelt i Zs[z], dvs omm det saknar nollstéllen i Zs
(om det vore reducibelt skulle det ha férstagradsfaktorer). f(O) = 0 —+ 0 —+ 2 = 27 f(].) =1 —+ 2 —+ 2 =
2, f(2) =141+2=1, sa saken ar klar.

b. Eftersoma:2+2x+2z(f($)) Ddra’+20+2=0,s8a’=-2a—-2=a+1iF.

c. g(x) ar reducibelt i F[z] omm det har nagot nollstélle i F' (ty det ér av grad 2). Provning
(anvind t.ex. att o? = (2a)? = a+1, (a+1)? = (2a+2)? = 2, (2a+1)? = (a+2)? = 2a+2) ger att g(QOé) =0,
sa det har en faktor  — 2 = x + a. Polynomdivision i F[z] ger g(z) = (x + a)(x + 2+ 1),
med irreducibla faktorer (ty av grad 1).

Svar a: Visat ovan, b: a2 =a+1i F, c: g(x) = (z + a)(z + 2a + 1).

11) Sz ar méangden av bijektioner av Z. (Sz,0) &r en grupp och vi skall (a, 1p) finna

identitetselement och invers till f € Sz och (b, 3p) avgéra om K4 = {f € Sz | f(z) €

A for alla x € A} &r en delgrupp till Sy, for alla A C Z.

Losning:

a. id € Sz, dar id(z) = x for alla x € Z, &r identitetselement, ty (foid)(z) = f(id(z)) = f(x)

och (id o f)(x) = id(f(x)) = f(z) fér alla x € Z, f € Syz. Inversfunktionen f~! (finns, ty f ar

en bijektion) A inverselement till f € Sz: fo f~' = f~1o f =id.

b. Om A ar odndlig &r K 4 inte en delgrupp till Sz.

For A=N ger t.ex. f($) =x+1 att f € Ky (f 4r ju en bijektion av Z och # € N medfor att z+1 € N),

men dess invers f~1 ¢ Ky, ty f~'(z) =2 —1,s80 € Nmen f~1(0) = -1¢N.

Svar a: id dr identitetselement, funktionsinversen f~! dr inverselement till f,
b: Nej, K4 ar inte sdkert en delgrupp till Sz.




12) (5p) Vi soker antalet vésentligt olika armband av 5 svarta, 2 réda och 2 vita pérlor
upptridda pa en 6gla av snore.

Lé6sning:

Vi anvénder Burnsides lemma. Om armbandet placeras med pérlorna i hérnen av en re-
guljar 9-horning, ser man att gruppen G som verkar pa méngden av konfigurationer bestar av
identitetsavbildningen id, elementen r,72,... 7% (dir r dr rotation %’T kring en axel genom
9-hérningens mittpunkt och vinkelriit mot dess plan) och s,rs,r%s,...,r8s (dir s ér rota-
tion kring en axel i 9-horningens plan, genom dess medelpunkt och en av parlorna. |F(g)],
antalet konfigurationer som inte &ndras av g ses vara som i tabellen:

g:s typ antal sddana g | |F(g)|

id 1 (5 g 2) = 756 alla konfigurationer
ror2, .8 8 0 de tva vita kan inte roteras till varandra
5,78,...,158 9 4-3=12 8 pérlor paras ihop 2 och 2, ett par skall

vara vitt, ett rott
Sa antalet vésentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = ﬁ > gec IF(9) =

L(1-756+8-0+9-12) = £864 = 48.

Svar: Antalet olika sadana armband ar 48.

13) Vi skall visa (a, 1p) att Aut(G), méangden av G:s automorfier, ar en grupp, (b, 1p) att
bq € Aut(G) om a € G och ¢,(g9) = aga™! och (c, 3p) att I(G) = {@, | a € G} ir en normal
delgrupp till Aut(G).

Losning:

a. Eftersom Aut(G) - SG (gruppen av bijektioner av G), racker det att visa att Aut(G) ar en
delgrupp till Sg.

id € Aut(G), sa Aut(G) # 2.

Lat 91,199 € Aut(G) 1119 Ar en bijektion (en sammansittning av bijektioner) och for g,h € G
giller (¥192)(gh) = P1(Y2(gh)) = P1(Y2(9)P2(h)) = ¥1(¥2(g))1b1(2(h)) =

= (1102)(9)(Y112) (h), s& h1thy € Aut(G).

Om ¢ € Aut(G) ar ¢! en bijektion och 1(gh) = ¥ (g)1(h) ger (ersitt g, h med v~ (g), %" (h)
och tag ¥~ av bada leden) att ’l/)il(gh) = ’l/)il(g)’(bil(h), sa, 1/)71 € Aut(G)

Enligt en kdnd sats &r Aut(G) en delgrupp till S, sa en grupp.

b. aga=! = h omm g = a~'ha, si ¢, ir en bijektion (med (d,) ! = ¢g-1).

Eftersom ocksa ¢4 (gh) = agha™t = aga™taha™! = ¢u(g)da(h) fas ¢ € Aut(G).

c. Vi visar forst att I(G) ar en delgrupp till Aut(G).

Enligt b) ar I(G) C Aut(G). I(G) # @ (ty G # 2).

Om a,b € G: (6a6)(9) = ¢a(Br(9)) = dalbgb™") = a(bgb™")a™! = (ab)g(ab)™" = ¢us(9),
sa ¢a¢b = qbab € I(G>

Enligt ovan (¢,) ! = ¢,-1 € I(G).

Enligt satsen som anvéndes i a) ar I(G) en delgrupp till Aut(G).

Den &r en normal delgrupp precis om ¢ I(G) = I(G)y for varje ¢ € Aut(G).

($6a)(9) = ¥(6a(9)) = Plaga) = Bla)b(g)p(a") = Bla)b(@)¥(a)"" = by (¥(9) =
(Dy(a)?)(g), dir vi anvént att ¢» € Aut(G) och definitionen av ¢,. Det betyder att
Uba = byt och ditmed Gt = dy-ra), si VI(G) C I(G)Y och I(G) C HI(G).

Saken ar klar.

Svar a, b, c: Visade ovan.




