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Tryckfel kan forekomma.
1a) (1p) En graf ar reguljar omm alla dess horn har samma valens (dvs lika manga grannar).
b) (1p) En graf ar ett trdd omm den dr sammanhéngande och saknar cykler.
c) (1p) For en plan sammanhingande graf géller v — e + r = 2, dér v ar antalet horn i
grafen, e antalet kanter i den och r antalet ytor den delar in planet i.

2a) (1p) Sadana z,y finns omm sgd(m,n) | c.

b) (1p) f : A — B ér en injektion omm for varje b € B finns hogst ett a € A med f(a) = b.
c) (1p) A ar 6veruppréknelig omm det varken finns en bijektion f : {1,2,...,n} — A for
nagot n € N eller en bijektion f: N — A. Exempel dr R och P(N).

3a) (1p) Antalet injektioner f : A - B arn(n—1)-...-(n—m+1) = (nfin)! da
|A| = m, |B|] =n.

b) (1p) En binér relation R pa en méngd X &r transitiv omm zRy och yRz medfor att
xRz for alla x,y,z € X.

¢) (1p) 6(n) = [{z € N | 1< = < n, sgd(z,n) = 1}].

4a) (1p) 7 =(1642)(37) € Ss ar jamn, ty den har ett jaimnt antal cykler av jamn langd.
b) (1p) m, o € S, #r konjugerade omm det finns a € S,, med ara™! = 0.
¢) (1p) 7 och o ar konjugerade omm de har samma cykelstruktur, dvs for varje : = 1,2,...

har 7 och ¢ samma antal cykler av langd 1.

5) (3p) Vi skall avgora om det maste finnas en fullstdndig matchning i en bipartit graf
G = (X UY, E) dar X-hornens valenser alla ar olika och > 1.

Losning:

Lat A C X (och, som vanligt, J(A) = {y € Y | {z,y} € E for nagot = € A}). Alla A:s horn har olika
valens, sa det finns x € A med valens > |A| (om A # @). Alla x:s grannar tillhor J(A), sa
|J(A)| > |A|. (Om A =@ sr|J(A) =0=|A]). Enligt Halls sats har G en fullstindig matchning.

Svar: Ja, det maste finnas en fullstindig matchning i G.
(Alternativt kan man matcha X-hornen i ordning efter vixande valens.)

6) (3p) Vi skall avgora om 155 € Zaog ér inverterbart och i sa fall finna dess invers.

Losning:

Euklides algoritm:

1=73-8-9=73-8(155—-2-73) =
=—-8-156+17-73 =

—8- 1554 17(228 — 155) =

=17-228 —25-155
155 ar alltsa inverterbart i Zgsg och inversen ar —25 = 228 — 25 = 203 € Zgos.
Svar: 155 ar inverterbart och 155~ 1 = 203 i Za2s.

228 = 1-155 + 73,
155=2.73+9,  sasgd(228,155) = 1 och
73=8-9+1

7) (3p) Vi soker antalet satt att ordna 10 (olika) fargade kulor och 50 (identiska) svarta
kulor, da varje fargad kula har tva svarta grannar och ingen svart kula tva fargade grannar.

Losning:
Vi kan lata varje fargad kula ”vaxa ihop” med sina svarta grannar (villkoret pa de svarta ger ju

att ingen ar granne till tva olika fargade) och sedan Vaha platser for de uppkomna 10 storkulorna
bland 40 platser, vilket kan ske pa (40)19 = % siatt (injektioner fran en 10-méngd till en

40—mangd) (pa 6vriga platser hamnar kvarvarande 30 svarta kulor).

Svar: Antalet sidana sitt att ordna kulorna ar %(: 3075990 524 006 400).




8) m € Sg ges av n(1)=7, 7(2)=4, n(3)=1, 7(4)=8, m(5)=6, n(6)=5, 7(7)=3, 7(8)=2.

Vi skall (a, 1p) skriva 7 i cykelnotation, (b, 1p) ge 7~ 17 da 7 #r (182)(365)(4 7) och (c,
1p) avgéra om o7~ 270~ 17 dr jimn eller udda da o € Ss.

Losning:

a. m(1)=7,m(7)=3,7(3) =1, 7(2) =4, 7(4) =8,... ger att 7 = (173)(248)(56).

b, mlr = (137)(284)(56)(182)(365)(47) = - = (14)(2357) (11> 85 4, 415 71> 1 etc.).

c. sgn(odn 2r0717) = sgn(o)3sgn(mw) " 2sgn(7) sgn(o) "Lsgn(r) = 1, ty alla sgn(.) ar +1.

Permutationen ar alltsa jamn.
Svar a: m = (173)(248)(56), b: 7~ = (14)(2357), c: Den ér jamn.

9) (4p) Vi soker alla z € Z sadana att 19 | (13257 + 14239 + 1123 — 12).

Lo6sning:

Eftersom 19 ar ett primtal ger Fermats lilla sats att !9 =19 x for alla x € Z. Det ger,
fortfarande for alla x € Z, att 13257 + 14239 4+ 1123 — 12 =19 1323 + 142 + 1123 — 12 =19
3823 — 12 =19 0- 22 +7 =19 7 #19 0, sa det finns inga sadana z.

Svar: Det finns inga sadana x.

10a) a,m,x € Z. Vi skall avgora (a, 2p) om ax =,, 1 medfor att det finns y € Z med
my =, 2 och (b, 2p) om ax =, 2 medfor att det maste finnas y € Z med my =, 1.

Losning:

a. axr =p, 1 betyder att ax — 1 = km for ett k € Z, sa m(—2k) — 2 = (—2z)a och y = —2k
ger my =, 2. Svaret blir alltsa ja i a.

b. Motexempel: a = m = 2, x = 1. De ger ju ax = 2 =5 2, men my = 2y #, 1 for alla
Yy e Z, sa svar nej ib. (S6k a med ax = 2 i Z,,, m inte inverterbart i Z,, dvs a inte inverterbart i Z,,)

Svar a: Ja, b: Nej.

11) 4p) G=(V,E), G, = (V;, E;), V=V1UW, ViNnVa, =S och E; = {{z,y} € E|z,y €
V;}. Viskall visa att for de kromatiska polynomen géller Ps(\) < Pg, (A) - Pg,(A) da A € N.
Losning:

Lat G/ = (VY, FE, U EQ) (dvs G med alla kanter mellan hérn i bade Vi och V, borttagna, sa G’ bestar av
delarna G; och G2, utan kanter mellan). Da ar féirgningar av delarna Gl och GQ oberoende, Sa
Pgl(>\) = PG1 (A) . PG2 ()\) da A e N (for varje fargning av G finns Pg, () fargningar av Ga). Men
fargningarna av G utgor en delméngd av dem av G', sa Pg(\) < Pgr()) och saken &r klar.

12) f : Zy — C kallas multiplikativ omm f(mn) = f(m) - f(n) da& m,n € Z, och
sgd(m,n) = 1. Vi skall visa (a, 1p) att Mobius funktion p(n) ar multiplikativ, (b, 2p) att
9(n) =3 gez,  am #(d) f(d) &r multiplikativ om f &r det och (c, 2p) bestémma g(p7" .. ~Dp¥)
(psi:na olika primtal, alla a; € Z4).

Losning:

a. Om sgd(m,n) = 1 och mn innehaller nagon primfaktor i kvadrat, gér minst en av m och
n ocksa det, sa u(mn) =0 = pu(m) - p(n). Om mn ar en produkt av olika primtal &r m,n
ocksa det. Om m,n da har r respektive s primfaktorer (r,s € N) har mn r + s stycken och
pu(mn) = (=1)"*t* = (=1)"(=1)* = u(m) - u(n) och a-saken &r klar.

b. Om sgd(m,n) = 1 ir g(mn) = g 1A F(d) = s g Ald162) (d1d) =

S o AL () (1) F () = 3 () (1) - 3oy (o) F ) = g(m) - ()
(alla summor dver positiva delare) och b-saken ar klar.

c. Eftersom g &r multiplikativ ar g(pi* -...-pp*) = g(®»") - ... - g(pg*). For p ett prim-
tal (och o € zy) far vi g(p®) = p(1)f(1) + pup)f(p) + n@*)f@?) + ... + u*) f(p*) =
1-f()+(=1)- f(p) + 0= f(1) — f(p). Det ger svaret.

Svar: a, b visade ovan, c: g(pT* -...-pg*) = (F(1) — f(p1)) - ... (F(1) — f(pr)).




13) (5p) a,b,c€ Zy,b<a,c<a,a<b+c Visoker antalet f: X - Y x Z med
i) f injektiv, ii) f:s projektioner pd Y och Z surjektiva, i) f:s projektioner vixande,
da X =[a], Y =[], Z=[c] (K ={1,2,....k}).

Losning:

Lat f(x) = (g(x), h(z)). Enligt ), iii) ar g : X — Y och h: X — Z surjektiva vixande.

g beskrivs entydigt av for vilka z € {2,3,...,a} g inte antar ett nytt virde, dvs g(z) =
g(z —1). Eftersom g antar alla viarden 1,2,...,b finns det (a — 1) — (b — 1) = a — b sadana

z. Totalt kan alltsa g véljas pa (Z:i) = % sétt.

For varje val av g beskrivs h pa samma sitt av méngden av z € {2,3,...,a} dir h(x) =
h(x — 1), de ar a — ¢ stycken som ovan. Men 4) ger att de tillatna sadana x ar precis de déir
g(xz) # g(x — 1), sa det finns (a — 1) — (a — b) = b — 1 att vélja bland. For givet g ar alltsa
R . _ b—1)!
antalet mojliga h precis (Z—i) = m
Det sokta antalet olika f av den givna typen &r enligt multiplikationsprincipen
(a—1)! (b—1)! _ (a—1)!
(a=b)-(b—1)! ~ (a—c)l-(bFc—a—1)! — (a—b)-(a—c)!-(b+c—a—1)!"
(Svaret &r som sig bor symmetriskt i b och ¢. Om t.ex. a = b = ¢ finns bara en mdojlighet, g(z) = h(z) = z.)
(a—1)!
a—b)!-(a—c)!-(b+c—a—1)!"

Svar: Antalet sadana funktioner ar (




