Matematik, KTH
B.Ek

Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
20 augusti 2014

Tryckfel kan forekomma.

1) (4p) Vi skall avgora om det maste finnas en fullstindig matchning i en bipartit graf
G = (X UY, F) dér X-hornens valenser alla &r olika och > 1.

Losning: Lat A C X (och, som vanligt, J(A) = {y € Y | {z,y} € E for nagot = € A}). Alla A:s hérn
har olika valens, s& det finns € A med valens > |A| (om A4 # ). Alla x:s grannar tillhor
J(A), sa |J(A)| > |A]. (Om A = & &r |J(A)| = 0 = |A]). Enligt Halls sats har G en fullstdndig
matchning.

Svar: Ja, det maste finnas en fullstindig matchning i G.
(Alternativt kan man matcha X-hornen i ordning efter vaxande valens.)

2) (4p) Vi skall avgora om 155 € Zagg ér inverterbart och i sa fall finna dess invers.

Losning: Euklides algoritm:
1=73-8-9=73-8(155—-2-73) =
=—-8-155+17-73 =
—8- 155+ 17(228 — 155) =
=17-228 —25-155
155 ar alltsa inverterbart i Zosg och inversen ar —25 = 228 — 25 = 203 € Zgog.
Svar: 155 idr inverterbart och 155~1 = 203 i Z22s.

228 = 1- 155 + 73,
155 =2-73+9, sé sgd(228,155) = 1 och
73=8-9+1

3) (4p) Vi soker antalet sétt att ordna 10 (olika) firgade kulor och 50 (identiska) svarta
kulor, da varje fargad kula har tva svarta grannar och ingen svart kula tva fargade grannar.

Losning: Vi kan lata varje fargad kula ”véxa ihop” med sina svarta grannar (villkoret pa
de svarta ger ju att ingen ar granne till tva olika fiargade) och sedan valja platser for de uppkornna
10 storkulorna bland 40 platser, vilket kan ske pa (40)10 = ;l—gi sitt (injektioner fran en
10—mangd till en 40—mangd) (pa ovriga platser hamnar kvarvarande 30 svarta kulor).

Svar: Antalet sadana sitt att ordna kulorna ar %(: 3075990 524 006 400).

4) (4p) Vi soker z da az? = b och 2° = ¢, dir a,b,c,z € G, en grupp.

3

3 = qu?

Losning: T.ex. ac = az® = az?2® = bx?, s& b~ lac = 23 och ab lac = ax x = bz, si

Svar: x = b~ lab lac.

5) (4p) Vi skall faktorisera polynomet f(z) = z* + 2® + x + 4 i irreducibla faktorer i Zs[z].

Losning: Vi undersoker forst om (det ar sa lyckligt att) f(2) har nagon forstagradsfaktor, dvs
om det har nagot nollstélle i Z5. Vi finner f(0) =4, f(1) =1+1+14+4 =2, f(2) =
1+34+2+4=0,sa f(x) har enligt faktorsatsen en faktor x — 2 = x + 3. Polynomdivision
ger f(x) = (z+3)(2®*+322+2+3) = (z+3)g(z). x+3 ér irreducibelt. Om g(x) &r reducibelt
har det en forstagradsfaktor. ¢(0), g(1) # 0 (ty £(0), f(1) #0), g(2) =3+2+2+3 =0, sa g(x)
har en faktor x+ 3. Polynomdivision ger g(x) = (z+3)(2?>+1) = (z+3)h(z). h(0),h(1) #0
och h(2) =441 =0, sa h(z) har en faktor 2+ 3. Polynomdivision ger h(z) = (x+3)(z+2),
med irreducibla faktorer.

Svar: f(x) = (z + 2)(z + 3)3, dir faktorerna ér irreducibla.




6) (5p) Vi soker alla z € Z sddana att 19 | (13257 + 14239 + 1122 — 12).

Losning: Eftersom 19 ar ett primtal ger Fermats lilla sats att ' =9 z for alla z € Z. Det
ger, fortfarande for alla x € Z, att 132°7 + 14237 + 1123 — 12 =19 1323 + 1423 + 1123 — 12 =
3823 — 12 =19 0- 23 + 7 =19 7 #Z19 0, s& det finns inga sddana z.

Svar: Det finns inga sadana x.

7) Vi skall (a, 1p) finna alla element i Usq (de inverterbara elementen i Za1) och (b, 4p) avgéra om
gruppen (Usy,-) ar cyklisk.

Losning: a. x € Uz omm 2 € Zg; och sgd(z,21) = 1,84 Uy = {1,2,4,5,8,10,11, 13,16, 17,19, 20}.
b. Eftersom Zoi =~ Z3 X Z7 &r Uyy =~ U3z x U;. Alla y € Uz och alla z € U; uppfyller

Y8 =1, 26 = 1. Det ger att 2 = 1 for alla x € Usy, s& (U, -) ér inte cyklisk.

(Man kan forstas ocksd berdkna ordningarna for elementen i Usz;. Eftersom ordningen maste vara en delare till 12

(= |U21]) har = € Us; ordning 12 (dvs genererar gruppen) omm z* # 1, 2% # 1. Anviind ocksé %6 = (—z)*5.)

Svar a: U2y, = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,20}, b: (Uz21,-) &r inte cyklisk.

8) (5p) G = (‘/, E), G; = (‘/;7Ei), V= V1U‘/2, VinVya =@ och E; = {{x,y} ekl | X,y € ‘/z}
Vi skall visa att for de kromatiska polynomen géller Pg(A) < Pg, () - Pg,(A) da A € N.

Loésning: Lat G’ = (‘/, FE1 U EQ) (dvs G med alla kanter mellan hérn i bade Vi och V, borttagna, s G’
bestar av delarna G1 och G2, utan kanter mellan). Da ar féirgningar av delarna G1 och G2 oberoende,
sa, PG/(/\) = PG1 ()\) . PG2 ()\) da A eN (for varje fargning av G finns Pg, (A\) fargningar av G2). Men
fargningarna av G utgor en delméngd av dem av G', sa Pg(\) < Pgr()) och saken &r klar.

9) (6p) Vi soker antalet vésentligt olika armband av 5 svarta, 2 roda och 2 vita parlor upp-
traddda pa en Ogla av snore.

Losning: Vi anvinder Burnsides lemma. Om armbandet placeras med pérlorna i hérnen
av en reguljar 9-horning, ser man att gruppen G som verkar pa mangden av konfigurationer
bestar av identitetsavbildningen id, elementen r,72,...,7% (dir r dr rotation %’T kring en
axel genom 9-hérningens mittpunkt och vinkelrit mot dess plan) och s,7s,72s, ..., 7%s (dér
s ar rotation kring en axel i 9-hérningens plan, genom dess medelpunkt och en av péarlorna.
|F(g)|, antalet konfigurationer som inte édndras av g ses vara som i tabellen:

g:s typ antal sadana g ‘ |F(g)]

id 1 (5 3_2) = 756 alla konfigurationer
ror2 o8 8 0 de tva vita kan inte roteras till varandra
s,7s,...,r8s 9 4-3=12 8 parlor paras ihop 2 och 2, ett par skall

vara vitt, ett rott
Sa antalet vésentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = I—é‘ > gec | F(9)| =

15(1-756 +8-0+9-12) = {864 = 48.

Svar: Antalet olika sadana armband ar 48.




10) (6p) a,b,c€ Zy,b<a,c<a,a<b+c Visoker antalet f: X - Y x Z med
i) f injektiv, ii) f:s projektioner pd Y och Z surjektiva, i) f:s projektioner vixande,
da X =[a], Y =[], Z=[c] (K ={1,2,....k}).

Loésning: Lat f(z) = (g(x), h(x)). Enligt i), @i) dr g : X — Y och h : X — Z surjektiva
vaxande.

g beskrivs entydigt av for vilka z € {2,3,...,a} g inte antar ett nytt virde, dvs g(z) =
g(x — 1). Eftersom g antar alla viarden 1,2,...,b finns det (a — 1) — (b— 1) = a — b sadana

x. Totalt kan alltsd ¢ viljas pa (Z:i) = % sitt.
Foér varje val av g beskrivs h pa samma sitt av méngden av x € {2,3,...,a} dir h(z) =

h(x — 1), de &r a — ¢ stycken som ovan. Men i) ger att de tillatna sadana z ar precis de dér
g(x) # g(x — 1), sa det finns (a — 1) — (a — b) = b — 1 att vélja bland. For givet g ar alltsa
1 &ili h s (01 (b—1)!
antalet mojliga h precis (a_c) = Gt (re—a=T)"
Det sokta antalet olika f av den givna typen &r enligt multiplikationsprincipen
(a=1)! (b=1)! _ (a=1)!
(a—b)-(b—1)! ~ (a—c)-(b+c—a—1)! — (a—b)!-(a—c)l-(b+c—a—1)!"
(Svaret &r som sig boér symmetriskt i b och ¢. Om t.ex. a = b = ¢ finns bara en mdgjlighet, g(x) = h(z) = x.)

(a—1)!
a—b)!-(a—c)!-(b+c—a—1)!"

Svar: Antalet sadana funktioner ar 0




