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LÄSÅRET 2011–12 (eller betydligt tidigare)!

Examinator: Bengt Ek, tel 7906951.
Till̊atna hjälpmedel: Inga, inte ens räknedosa.

Högsta möjliga poäng p̊a skrivningen är 47p. Till den läggs bonus fr̊an lapp-
skrivningar ht 2013, högst 12p.

Betygsgränser:

För betyg A B C D E
krävs 42 35 29 24 20 poäng (inklusive bonus)

17–19 p ger omdömet Fx, dvs rätt att delta i en komplettering för betyg E.

För att ge full poäng m̊aste lösningarna vara ordentligt motiverade.
Satser fr̊an kursen f̊ar (utom d̊a annat sägs) användas utan bevis, om det klart
anges vad de säger.

DEL I
1) (4p) L̊at G = (X ∪ Y,E) vara en bipartit graf (där, först̊as, X ∩ Y = ∅ och

|e ∩X| = |e ∩ Y | = 1 för alla e ∈ E), s̊adan att alla X-hörnens valenser är olika och
≥ 1. Måste det finnas en fullständig matchning i G?
Visa eller ge motexempel.

2) (4p) Avgör om 155 ∈ Z228 är inverterbart och finn i s̊a fall dess invers.
(Dvs, ange ett element i Z228 = {0, 1, . . . , 227} som är invers till 155, eller visa att inget finns.)

3a) (4p) Man har 10 (olika) färgade kulor och 50 (identiska) svarta kulor.
P̊a hur många olika sätt kan de sextio kulorna ordnas s̊a att varje färgad kula
har tv̊a svarta grannar och ingen svart kula har tv̊a färgade grannar?
(Svaret f̊ar inneh̊alla heltal, potenser, fakulteter och de fyra enkla räknesätten.)

(Ordningar där tv̊a svarta kulor bytt plats räknas som samma. En kulas grannar är kulorna omedel-

bart före och efter den. Första och sista kulan har bara en granne var.)

4) (4p) ax2 = b och x5 = c, där a, b, c, x ∈ G, en grupp. Uttryck x i a, b, c.

5) (4p) Faktorisera polynomet f(x) ∈ Z5[x] i irreducibla faktorer,

f(x) = x4 + x3 + x+ 4.

Skriv koefficienterna i faktorerna som element i Z5, dvs utan t.ex. minustecken.

Vänd!



DEL II
6) (5p) Finn alla x ∈ Z s̊adana att 19 | (13x57 + 14x39 + 11x3 − 12), dvs

13x57 + 14x39 + 11x3 ≡ 12 (mod 19).

7) L̊at (U21, ·) vara gruppen av inverterbara element i (Z21, ·).
a) (1p) Ange alla element i U21.
b) (4p) Avgör (med motivering) om (U21, ·) är en cyklisk grupp.

8) (5p) L̊at G, G1, G2 vara grafer, där G = (V,E), Gi = (Vi, Ei),
V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅ och Ei = {{x, y} ∈ E | x, y ∈ Vi} (i = 1, 2).
Om PG(λ), PGi

(λ) är G:s och Gi:s kromatiska polynom (dvs, för λ ∈ N, antalet

hörnfärgningar av G, Gi med högst λ färger), visa att för λ ∈ N gäller

PG(λ) ≤ PG1(λ) · PG2(λ).

DEL III För full poäng p̊a dessa uppgifter krävs särskilt väl
strukturerade och presenterade lösningar.

9) (6p) Ett enkelt men smakfullt armband best̊ar av 5 svarta, 2 röda och 2
vita pärlor uppträdda p̊a en ögla av snöre.
Hur många väsentligt olika s̊adana armband finns det?
Pärlorna ser likadana ut fr̊an b̊ada h̊all och armbanden kan vändas och vridas.

10a) (6p) L̊at a, b, c ∈ Z+ och b ≤ a, c ≤ a, a < b+ c.
D̊a X = [a], Y = [b], Z = [c] (där, för k ∈ Z+, [k] = {1, 2, . . . , k}), hur många
funktioner f : X → Y × Z uppfyller följande tre villkor?
i) f är injektiv,
ii) projektionerna av f p̊a Y och Z är surjektiva,
dvs för varje y ∈ Y finns x ∈ X med f(x) = (y, z′) (för n̊agot z′ ∈ Z) och motsvarande för z ∈ Z,
iii) f :s projektioner är växande,
dvs om f(x1) = (y1, z1), f(x2) = (y2, z2) och x1 < x2 är y1 ≤ y2, z1 ≤ z2.

Lycka till!

Lösningar kommer att läggas ut p̊a kurssidan.


