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Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) H éar en delgrupp till G. Vi skall visa att H &r en delgrupp till K som &r en delgrupp
till Gom K ={g € G| gH = Hg}.

Losning: Eftersom hH = Hh = H for alla h € H &r H C K C G och det rdcker att visa
att K #r en grupp. Enligt kiind sats #r det tillriickligt att visa att a,b € K = ab,a™! € K.
aH = Ha, bH = Hb betyder att for varje h € H finns hy, ho € H med bh = h1b, ahi = hoa,
sa (ab)h = a(bh) = a(h1b) = (ah1)b = (hea)b = ha(ab), si abH C Hab och "p.s.s.” visas
Hab C abH,sd a,b € K = ab€ K. ha = ahs < a 'h=hza ', s& Hao =aH = a 'H C
Ha 'och?pss” Ha'Ca 'H,sdac K =>a ' € K. Saken ar Klar.

2) (3p) Gruppen G verkar pa mangden X, dar |G| = 77 och | X| = 24.
Vi skall visa att G:s verkan har minst tva fixpunkter.

Losning: X ar en disjunkt union av banor Gz = {g(x) | g € G} for G:s verkan. Varje bana
har ett antal element som delar |G‘ =77 (elementen i banan motsvarar sidoklasser till stabilisatorn
G. ={g € G|g(x)=1}), sa de har 1, 7, 11 eller 77 element. 77 ar forstas uteslutet. X &r inte
en disjunkt union av 7- och 11-méngder (24 =2-1142-1=11+4+7+6-1=3-74+3-1=...), minst
tva blir "6ver”. Antalet 1-banor (=fixpunkter) ar alltsd minst tva. Saken ar klar.

3) (3p) Vi skall korrigera ett element i H' = {

H f6r en linjar, binar 1-felsrdttande kod med et

0
1
1

oo

% El))}, sa att den blir kontrollmatrisen
d

ord (110110).

&+ —Oor
OO
oL

(0]

Lésning: Eftersom H'[110110]7 = {é} finns felet i forsta raden och i en position dér ordet

har en 1:a. Positionerna 1, 2, 5 gar inte, ty om de andras fas tva lika kolonner eller en
0-kolonn i matrisen (sa koden vore inte 1-felsrittande), men position 4 gér bra.

R . " 110110
Svar: Den riktiga kontrollmatrisen ar H = [(1) 0111 (1)}

4) Vi skall (a, 1p) visa att f(z) = 2% + 2 + 2 € Zs[z] dr irreducibelt, (b, 1p) finna antalet
element i kroppen F' som konstrueras med Zs[z] och f(x) och (c, 1p) beskriva elementen,
addition och multiplikation i F'.

Loésning: Eftersom f(x) har grad 2, dr det reducibelt omm det har nagot nollstialle. Man
finner f(0) = f(4) = 2, f(1) = f(3) = 4, f(2) = 3, sa a)-saken &r klar. Da f(z) &r av
grad 2, svarar elementen i F' precis mot forstagradspolynomen i Zs[z]. De &r alltsa 5-5 = 25
st. Elementen i F' ges (med o motsvarande z) som a + ba, a,b € Zs. Rékning i F sker
(mod f(z)), s& a® + a+2 = 0 och man riknar med vanliga (kropps-)rikneregler och regeln
a? =4a+ 3.

Svar a: Visat ovan, b: F' har 25 element,

c: F={a+ba|a,b¢c Zs}, rikning i F ”som vanligt” plus a? = 4a + 3.




5) (3p) Vi soker alla 16sningar till 2% = i Z34; och i Zyz;.

Lésning: 22 = 2 & x(x — 1) = 0. Eftersom 431 ir ett primtal dr Z43; en kropp och de

enda losningarna dar ar x = 0 och x = 1 (431 | z(z — 1) & 431 | z eller 431 | (x — 1)).

341 =11-31,8a 341 | 2(z—1) & 11 | z(x—1) och 31 | 2(z—1), dvs & =11 0,1 och & =351 0, 1.
Om x =11 0 4r x = 11k for nagot k € Z och & =31 0 ger k =31 0, sa x =341 0, medan z =3; 1
ger 11k =31 1 < 33k =31 3 (ty sgd(3,31) = 1) < 2k =31 3 & 32k =31 48 (ty sgd(16,31) = 1)
S k=31 17, sa x =341 11-17 = 187.

Om z =17 1 4rz =11k + 1 for nagot k € Z och z =31 1 ger k =31 0, s& x =341 1, medan
x =31 0 ger 11k =31 —1 & 33k =31 —3 (ty sgd(3,31) = 1) < 2k =31 —3 & 32k =37 —48 (ty
sgd(16,31) = 1) & k =31 14, sa x =341 11-14+ 1 = 155.

Svar: Alla l6sningar dr * = 0,1,155,187 i Zg34; och * = 0,1 i Z43;1.

6) (dp)ad®b=a+b+1,a0b=ab+a+DbforabeqQ.
Vi skall visa att (Q,®,®) ar en kropp och ange motsvarande identitetselement.

Losning: Vi noterar att a®b+1 = (a+1)+(b+1) och a®b+1 = (a+1)(b+1), sa funktio-
nen ¢ : Q — Q, ¢(z) = x + 1 bevarar strukturen, som funktion fran (Q,®,®) till (Q, +,-).
Eftersom ¢ dr en bijektion (med ¢~1(y) = y — 1) ér den en isomorfi mellan (Q, ®,®) och
(Q,+,-). Eftersom (Q,+,-) ar en kropp ar (Q, ®,®) ocksa det. Identitetselementet till &
ar ¢~1(0) = —1 och det till ® &r ¢~1(1) = 0.

Svar: (Q,®,®) ar en kropp enligt ovan. Identitetselementen ar —1, 0.

7) (4p) (G, ) ar en andlig grupp och p ett primtal.
Vi skall visa att antalet element av ordning p i G &r en multipel av p — 1

Losning: Om g € G har ordning p ar dess cykliska delgrupp (g) av primtalsordning (p),
sa den genereras av varje element utom identitetselementet 1. (g)* = (g) ~ {1} har alltsa
p — 1 element, alla av ordning p och h € (g)* = (h)* = (g)*. Det betyder att olika (g)* &r
disjunkta och eftersom deras union &r méangden av alla element i G som har ordning p foljer
pastaendet. Saken ar klar.

8) (4p) Vi soker antalet visentligt olika fordelningar av 6 vita och 6 svarta kanter pa en
kub.

Lo6sning: Vi anviander Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har 24
element (|Gz||G.| =83 =24 om z ir ett av kubens hérn):

identitets” rotationen” id,

8 rotationer 2* 3 kring axlar genom motsatta horn rotyp,

6 rotationer 7 krmg axlar genom mittpunkter av motsatta kanter rotgg,

3 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rotss, och

6 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rotssz.

|F(g9)], antalet konfigurationer som inte dndras av g for de olika g € G blir:

g antal element [F(9)|

id 1 ("2) = -+ =924 (vilka 6 kanter vita?)
rotpn 8 (g) kanterna samma farg 3,3,3,3; vilka trippler vita?)
rotgg 6 (é) (kanterna samma farg 1,1,2,2,2,22; vilka par vita?)
rOtssr 3 (3) = 20 (kanterna samma firg parvis; vilka par vita?)
rotssz 6 0 (kanterna samma farg 4,4.4; gar inte)

Antalet olika fordelningar av kantfirger = antalet banor da G verkar pa fargningarna =
= 161 Lgeq |1F(9)] = 27(1-924 +8-6+6-20+3-20+6-0) = 5 - 1152 = 48.
Svar: Det finns 48 viasentligt olika sadana fargningar.




9) (5p) (F,+,-) ar en andlig kropp av karakteristik p, ett primtal.
Vi skall visa att varje element i F' har en entydig p:e rot.

Losning: Att for varje a € F finns precis ett b € F' med a = bP ar detsamma som att
funktionen f : F — F, f(x) = «P &r en bijektion. Eftersom F &r &ndlig &r f en bijektion
omm det &r en injektion. Det ricker alltsa att visa att for godtyckliga x,y € F géller att
W=y = w =y, mena? = yf <0 =a” —y = (w—y)P (ty (1—y)" = X4, (D)ot (—y)" " =
P + (—y)?, ty p | (Z) for k=1,2,...,p—1lochp-1=01iF, och (—y)? = —yP i karakteristik p
(+ = — om p = 2)). Eftersom F &r en kropp géller (x —y)? =0 2 —y =0, dvs z = y.
Saken ar klar.

(Man kan alternativt utnyttja att (F ~ {0},-) &r en abelsk grupp av ordning p* — 1, relativt primt
med p. 2P =y?P Z0= (xzy )P =1, 88 o(zy™ ) | p,p" — L, sdo(zy™ ) =1=ay™ ' = 1.

Eller, eftersom (F~{0}, -) ar cyklisk, med generator g ség, kan man skriva ett godtyckligt a € F\{0}
som a = g™ for nagot m € Z. Med b = g" giller a = b? < m = pn (mod p* — 1), vilken har en
16sning som #r entydig (mod p* — 1) eftersom sgd(p, p* — 1) = 1. Det betyder att b &r entydigt
bestdmt av a. Om a = 0 &r b = 0 forstas det enda b som uppfyller a = bP.)

10) Vi skall visa att (a, 2p) om g(z), h(z) € Z[z] och alla koefficienter i g(z)h(z) &r delbara
med primtalet p, ar alla koefficienterna i minst en av g(z) och h(z) ocksa det och (b, 3p)
att om f(x) € Z[z] ar reducibel i Q[z] sa ar den reducibel i Z[x].

Loésning: a) Lat g(z) = apma™ + -+ a1z + ag, h(x) = byx™ +- - -+ byx + by och antag att p
varken delar alla a;:na eller alla b;:na. Om r &r minst sa att pta,, men p | a; for alla ¢ <r
och s &r minst sa att p{ by, men p | b; for alla j < s, géller att p inte delar koefficienten f6r
" i g(x)h(x), agbrys + a1bryrs_1 + - + arisbo, (p delar ju alla termer i summan utom
arbs). Det ger pastiaendet. a)-saken ar klar.

b) Lat f(z) € Z[z] och f(x) = @(z)(x), dar p(z),¥(x) € Q[z]. Om k &r en gemensam
multipel till alla ndmnarna i ¢(x):s koefficienter géller att kp(z) € Z[z]. Vi kallar den g(x)
och p.s.s. later vi h(z) = ly(z) € Z[z]. Da ar kl - f(z) = g(x)h(x) en faktorisering i Z[z]
och vi kan, enligt a), forkorta med en primfaktor i kl i taget, tills vi far en faktorisering av
f(z) 1 Z]z]. Faktorerna i den har samma grader som o(z), ¥(z), sa om f(z) ar reducibel i
Q[z] &r den det ocksa i Z[x]. b)-saken dr ocksa klar.




