Matematik, KTH
B.Ek

Loésningar tentan TEN1 SF1631(/SF1630) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.,
31 maj 2013
Tryckfel kan forekomma.
1) (4p) G = (V, E) ar plan och sammanhéngande. Dess valenser ar: 5 st 3, 2 st 4, 1 st
5 och 1 st 6. Varje begriansad yta har precis 3 kanter. Vi soker antalet kanter kring den
obegransade ytan.

Lésning: 2(E| = >, 0(x) =5-34+2-4+5+6 = 34, sa |[E] = 17. Antalet hérn
V]| =5+4+24141=9. Eftersom G &r plan och sammanhéngande ger Eulers polyederformel
att antalet ytor r = 2 — |V| + |E| = 2 — 9 + 17 = 10, sa det finns 9 begrinsade ytor. Om
antalet kanter kring den obegrénsade ytan ar k far man 3-9 4+ k = 2 - 17 (varje kant ingér i tva
ytor (eller tva génger i en)), sak="T.

Svar: Den obegriansade ytan har 7 kanter.

2) (4p) Vi soker alla 16sningar z,y € Z till ekvationen 165z 4+ 121y = 99.

Losning: Euklides algoritm ger 165 = 1-121 444, 121 =2-44+4+33,44=1-33+11, 33 =
311+ 0 sd sgd(165,121) =11 och 11 =44 —33 =44 — (121 —2-44) = —121 + 3 - 44 =
—121 4 3(165 — 121) = 3-165 — 4 - 121.

Multiplikation med 9 ger 165 - 27 4+ 121 - (—36) = 99, sa {ZO - 2736 l6ser ekvationen.

0= —
(z,y) uppfyller da ekvationen precis om 165(x — 27) + 121(y + 36) = 0, dvs (dividera med
sgd(165,121) = 11) 15(x — 27) = —11(y + 36), dar sgd(15,11) = 1. S& (entydig faktorisering)

x — 27 = 11q, y + 36 = —15¢q, for nagot q € Z. Varje q € Z ger ocksa en l6sning. k = g + 2
ger en lite enklare form.
r=5+4+11k

y = —6 — 15k, k € Z godtyckligt.

Svar: Alla de s6kta losningarna ar {

3) (4p) Vi soker antalet satt att ordna en kortlek med kléver-, ruter- och hjérterkorten
vardera i ratt inbordes ordning och inga spaderkort intill varandra.

Losning: Ordningen mellan de 39 klover-, ruter- och hjarterkorten bestdms entydigt av
vilka av de 39 som har varje farg. Det finns alltsa (1332’13) = ﬁg:m' olika tillatna ord-
ningar. For varje sadan ordning kan spaderkorten placeras i de 40 platserna fore, mellan
och efter dem (hogst ett pa varje plats) pa (40)15 = (404f0i3)! Satt (injektion 13-mingd—40-méngd).
Multiplikationsprincipen ger totala antalet som produkten av dem.
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Svar: Antalet ordningar ar % (= 6330039278294248158284276259225600000).

4) (4p) H ar en delgrupp till G. Vi skall visa att H &r en delgrupp till K som &r en delgrupp
till Gom K ={ge€ G| gH = Hg}.

Lo6sning: Eftersom hH = Hh = H for alla h € H ar H C K C G och det racker att visa
att K ar en grupp. Enligt kind sats ar det tillréickligt att visa att a,b € K = ab,a™! € K.
aH = Ha, bH = Hb betyder att fér varje h € H finns hy, ho € H med bh = h1b, ahy = haa,
s& (ab)h = a(bh) = a(h1b) = (ah1)b = (hea)b = ha(ab), sd abH C Hab och "p.s.s.” visas
Hab C abH,sd a,b€ K = ab€ K. ha =ahs < a 'h=hsa ', s& Ho =aH = a 'H C
Ha ' och ’pss.” HaolCa 'H,sdac K =a ' € K. Saken ar klar.




5) (4p) Vi soker alla 16sningar till 2% = i Zszq; och i Zyz;.

Lésning: 22 = 2 & x(x — 1) = 0. Eftersom 431 ir ett primtal dr Z43; en kropp och de

enda losningarna dar &r x = 0 och x = 1 (431 | z(z — 1) & 431 | @ eller 431 | (z — 1)).

341 =11-31,84 341 | z(z—1) & 11 |z(x—1) och 31 | x(z—1), dvs & =11 0,1 och & =351 0, 1.
Om z =11 0 4r z = 11k for nagot k € Z och x =37 0 ger k =31 0, sa x =341 0, medan x =37 1
ger 11k =31 1 < 33k =31 3 (ty sgd(3,31) = 1) < 2k =31 3 & 32k =31 48 (ty sgd(16,31) = 1)
S k=3 17, sa x =341 11-17 = 187.

Om x =11 1 dr x = 11k + 1 f6r nagot k € Z och x =31 1 ger k =31 0, sa & =341 1, medan
x =31 0 ger 11k =31 —1 < 33k =31 —3 (ty sgd(3,31) = 1) & 2k =31 —3 & 32k =37 —48 (ty
sgd(16,31) = 1) < k =371 14, sa x =341 11-14 4+ 1 = 155.

Svar: Alla 16sningar &r * = 0,1,155,187 i Z347 och © = 0,1 i Z43;.

6) G = (V,E) ir en enkel graf och A dess grannmatris. Vi soker A2
och tr A3 for (a, 2p) grafen hirintill och (b, 3p) i allmiinhet.
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Losning:

0111 3110 2443
a) Man finner A = (%968)142: (%%%%) och A% = (ﬁ%%%)sétrfl?’:fi.

1000 01711 3110
b) ij—elementet 1 A2 ar ZkEV ik QL = (additions- och multiplikationsprinciperna) Om 7 7é ] antalet
vagar av langd 2 fran ¢ till §, om ¢ = j: valensen for hornet i. P.s.s. ar ij-elementet i 43
antalet sdtt man kan komma fran ¢ till j i 3 steg (eventuellt med upprepade kanter), speciellt om
i = j: dubbla antalet 3-cykler i ingar i (dubbla, ty man kan ga at tva hall). 1 tr A% rikknas varje
3-cykel sex ganger, tva for varje horn i den. (Man ser £.6. ocksa att tr A% = 2|E|.)
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Svar a: A% = 2 , tr A3 = 6, b: i A? &r ii-elementet horn i:s valens och
1
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ij-elementet (i # j) antalet vigar av lingd 2 fran i till j, tr A3 Ar 6-(antalet
3-cykler i G).

S — (123456789 — (123456789 i s 5
7) (a, 2p) m,mo € Sy ges av mi = (758155456)> T = (389176554) Viskall for

i=1,2 avgdra om 7; ir konjugerad med (r;)2.
(b, 3p) Vi soker ett nédvandigt och tillrdckligt villkor pa cyklernas langder i m € .S, for att

7 skall vara konjugerad med 7% (n,k € Z.).

Losning: 7,0 € S, ar konjugerade omm for varje k, antalet k-cykler i m och o ar lika.

a) Pa cykelform &r m = (174)(29638)(5) och my = (1394)(2857)(6). Kvadrering ger
(m1)? = (147)(26893)(5) och (ma)? = (19)(34)(25)(78)(6). Tydligen &r 71 och (71)?, men
inte 72 och (m2)?, konjugerade (lika respektive olika cykelstruktur).

b) Det sokta villkoret skall uttrycka att for varje cykel a = (aj as ... a,,) i 7 giller att of
ocksa ar en cykel (olika cykler i 7 kan ju inte ”blandas ihop” i 7*). Detta ar uppfyllt omm sgd(k, m) =
1, vilket vi ser som foljer. Om d | m har o inga cykler lingre in Bty (@) T = a™ = id),
s& om ocksé d | k giller detsamma for of = (a®)4. Om 1 = sgd(k,m) = ak + bm blir
a = aq®kFm — (ak)a(qm)b = (ak)2, s4 oF dr en m-cykel.

Svar a: m; och (m1)2%, men inte m och (m2)?, ir konjugerade,

b: 7 och % Ar konjugerade omm alla 7:s cykellingder ar relativt prima med k.




8) (4p) m € Z4 och (G, -) ar en abelsk grupp med |G| =n € Z.
Vi skall visa att ¢(g) = g definierar en automorfi av G om sgd(n,m) = 1.

Loésning: ¢ ar en automorfi precis om: 1. ¢(gh) = ¢(g)o(h) for alla g, h € G (strukturen
bevaras) och 2. ¢ : G — G &r en bijektion.

Eftersom G ar abelsk &r ¢(gh) = (gh)™ = g™h™ = ¢(g)¢(h) (oberoende av sgd(n,m)).

G ar dndlig, sa for att visa att ¢ dr en bijektion racker det att visa att det &r en injektion
(att ¢(g) € G for alla g € G ar ju klart). Antag alltsa att g,h € G och ¢(g) = ¢(h). Vi ar
klara om vi visar att g = h (det visar ju injektiviteten). g™ = h™ => (gh™1)™ = 1 (dar vi anvant att
G ar abelsk), 82 0o(gh™!) | m. Men gh™! € G, s& o(gh™')| |G| = n. Eftersom sgd(n,m) = 1
ger de att o(gh™1) =1, 4 gh~! = 1 och g = h. Som sagt, det ricker. Saken ar klar.
(I sjalva verket ar sgd(n, m) = 1 nédvéandigt och tillrackligt for isomorfi. Foljer av att p| |G|, p primtal, ger att G

har element av ordning p.)

9) (6p) a,b,c € Z, ir parvis relativt prima. Vi visar att (ab)?(©) 4 (be)?(@ 4 (ca)?®) =4, 1.

Losning: Eftersom a,b,c ar parvis relativt prima galler for alla n € Z att abe | n omm
(a|n, b|nochc|n). Det ricker alltsa att visa att a, b och ¢ alla delar (ab)?(®) 4 (bc)?(®) +
(ca)®®) —1.

a | (ab)?©, (ca)®®), ty é(c), p(b) > 1. sgd(a,bc) = 1, sa enligt Eulers sats (en av dem)
giller a | ((be)?(®) —1). Det foljer att a | ((ab)?(©) + (be)?@ + (ca)®® — 1).

Att b, ¢ | ((ab)?@ + (bc)?@) + (ca)®®) — 1) visas p.s.s. Saken &r klar.

10) Vi skall visa att (a, 3p) om g(z), h(x) € Z[z] och alla koefficienter i g(z)h(z) &r delbara
med primtalet p, dr alla koefficienterna i minst en av g(z) och h(x) ocksa det och (b, 3p)
att om f(z) € Z[x] &r reducibel i Q[z] s& &r den reducibel i Z[x].

Loésning: a) Lat g(z) = apma™ + - -+ a1z + ag, h(x) = byx™ +- - -+ byx + by och antag att p
varken delar alla a;:na eller alla b;:na. Om r &r minst sa att pta,, men p | a; for alla ¢ <r
och s &r minst sa att p{ by, men p | b; for alla j < s, giller att p inte delar koefficienten for
" i g(x)h(x), agbrys + a1brrs_1 + - + arisbo, (p delar ju alla termer i summan utom
arbs). Det ger pastiaendet. a)-saken ar klar.

b) Lat f(z) € Z[z] och f(x) = @(z)(x), dar p(z),¥(x) € Q[z]. Om k &r en gemensam
multipel till alla ndmnarna i ¢(x):s koefficienter giller att ko(x) € Z[x]. Vi kallar den g(z)
och p.s.s. later vi h(z) = ly(z) € Z[z]. Da ar kl - f(z) = g(x)h(x) en faktorisering i Z[z]
och vi kan, enligt a), forkorta med en primfaktor i kl i taget, tills vi far en faktorisering av
f(z) 1 Z]z]. Faktorerna i den har samma grader som o(z), ¥(z), sa om f(z) ar reducibel i
Q[z] &r den det ocksa i Z[x]. b)-saken &dr ocksa klar.




