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Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi skall visa att en graf med 21 hérn och 58 kanter inte kan vara planér.

Losning: Antag (fér att fa en motsigelse) att grafen &r plandr och betrakta en plan ritning av
den.

Lat antalet horn i grafen vara v, antalet kanter e, antalet ytor grafen delar in planet i r
(inklusive den omgivande, obegrinsade ytan) och antalet komponenter C.

Summan av antalen kanter kring ytorna &r 2e (varje kant riknas dubbelt) och de summerade
antalen ar alla >3 (inga multipla kanter eller 6glor), sa 2e > 37‘, dvs r < %6.

Enligt en kind sats ger det c+1=v—e+r <v-— %e =21— % = g, sac < % Men eftersom
v # 0 dr ¢ > 1. Antagandet att grafen &r planér ledde till motségelse, sa saken &r klar.
(Alt.: Aberopa direkt olikheten 3v > e + 3(c + 1) for planaritet, i stencilen om planira grafer.)

2) (3p) Vi soker alla 16sningar © € Zz4; till ekvationen 51z = 18.

Losning: Problemet motsvarar den diofantiska ekvationen 51z — 741k = 18. Euklides algo-
ritm ger 741 = 14-51+27, 51 = 1-27+24, 27 = 1-24+4 3, 24 = 8-3 sa sgd(741,51) = 3 och
3=27-1-24=27-1(51-1-27) = =1-5142-27 = —51+2(741 —14-51) = 2-741—29-51.
Multiplikation med 6 ger —174 - 51 4 12 741 = 18, sa {ig = '™ ir en Iésuing till den
diofantiska ekvationen.

(x,k) uppfyller da ekvationen precis om 51(x — x¢) — 741(k — ko) = 0, dvs (dividera med
sgd(51,741) = 3) 17(x — zg) = 247(k — ko), dér sgd(17,247) = 1. S& (entydig faktorisering)
x—xo = 247¢q, for nagot g € Z. Varje q € Z ger ocksa en 16sning (k— ko = 17¢). 0 <z < 741
ger tre varden x = 73, 320, 567. Svar: Alla 16sningar i Zr4; ar = 73, 320, 567.

3) De 5 forsta uppgifterna pa en skrivning kan ge 0 eller 1 podng och de 6vriga 5 kan ge 0,
1 eller 2 poéng. Vi soker (a, 1p) antalet mojliga resultat och (b, 2p) antalet av dem som
innehaller alla podng 0, 1 och 2.

Loésning: Lat X vara mingden mojliga resultat. Multiplikationsprincipen ger |X| =
25 . 3%(= T776).

Fér b) anvénder vi principen om inklusion och exklusion (sallprincipen).

Lat A; for ¢ = 0,1, 2 vara méngden resultat utan nagot ”4”.

Da ar |A0| = |A1| = 15 . 25 (bara 1 resp. 0 mojligt for uppgift 1-5), |A2| = 210 (bara 0 och 1 mdjliga for
alla uppgifter), |Ao n Al‘ =0 (inget mojligt resultat for uppgift 1-5), |A0 N A2| = |A1 N A2| = 110 (bara
1 resp. 0 mojligt for alla uppgifter), |A0 n A1 n AQ‘ = 0 (inget méjligt resultat for ndgon uppgift).

Med X som ovan &r det sokta antalet | X ~ (Ag U Ay U Ag)| = | X| — (|Ao| + |A41] + |A2]) +
(|AoN A1+ |AoN A+ A1 NAs]) — |[AgN A1 NAy| =25-35—(2:25+210) + (0+1+1)—0 =
35.25 — 210 _ 26 4 2(=6690)

Svar a: 3% .2%(= 7776), b: 3%.2% — 210 _ 26 4 2(= 6690) mojliga resultat.

4) Permutationerna m, o € Sg ges av
m(1)=0(8)=7, m(2)=0(6)=1, 7(3)=0(3)=6, w(4)=0(5)=3,
m(5)=0(4)=8, 1(6)=0(2)=4, n(7)=0(1)=2, ©(8)=0(7)=5.
Vi séker (a, 1p) 7 och o pa cykelform, skall (b, 1p) avgéra om m2c37~lo®7? &r en jimn
eller en udda permutation och skall (c, 1p) finna ordningen for 7o 1.

Losning: w(1) = 7,7(7) = 2,7(2) = 1 ger en cykel (172), m(3) =6 osv ger totalt 7 =
(172)(364)(58). P.s.s. fas 0 =(12487536).

m och o dr bada udda (de har ett udda antal (en) cykler av jamn lingd). Eftersom
m2o3m o871 Ar en produkt av ett jimnt antal udda permutationer dr den jimn.

mo 1 =(172)(364)(58)(16357842) = (14)(275)(38)(6), s& dess ordning &r mgm(2,3,2,1) =
6 (minsta gemensamma multipeln av cykellingderna).

Svar a: m = (172)(364)(58), 0 = (12487536), b: w2037 1o8n? dr jamn,

c: mo~!l:s ordning &r 6.




5) (3p) Studenterna i en kurs dr indelade i labgrupper med precis 6 studenter i varje. De
sitter sedan 6 vid varje bord. Vi skall visa att det gar att vélja en student vid varje bord sa
att de utvalda studenterna tillhor olika labgrupper.

Lo6sning: Foljer av Halls sats for transversaler (borden svarar mot méngderna av de lab-
grupper som finns representerade vid dem).

Vi visar det ocksa med Halls sats for bipartita grafer.

Lat G = (X UY, E) vara den bipartita grafen med X = {labgrupper}, Y = {bord} och
kanter mellan z € X och y € Y omm 2Ny # &. Om A C X finns 6| A| personer i grupperna
i A. De far inte alla plats vid farre &n |A| bord, sa |J(A)| > |A| (bokens beteckningar). Enligt
Halls sats finns alltsa en fullstindig matchning i G och for varje kant i den kan vi ta en
student, alla fran olika bord och olika labgrupper. Saken &r klar.

6) (4p) Vi soker alla foljder {a,}5, som uppfyller a, = 2a,-1 + 3an_2 — In2", for
n=223,4,... och ag =3, ap = 5.

Losning: Den karakteristiska ekvationen for motsvarande homogena ekvation ar 22 = 2z+3
med rotter r; = 3, ro = —1, sa den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &r
alom = A.3" 4+ B . (—1)", dir A, B ir konstanter.

Som partikuldrlésning ansétter vi a, = (cn+d)2". Inséttning i ekvationen ger (cn+d)2" =
2(c(n — 1) + d)2" " + 3(c(n — 2) + d)2""2 — 9n - 2", som leder till ¢ = 12, d = 40, si en
Pt = (12n + 40)2".

Den allmiinna 16sningen till ekvationen &r alltsd a, = a'°™ + aP¥* = A.3" + B - (—1)" +
(12n +40)2™. A och B bestdms av att ag =3 = A+ B+40, a1 =5 = 3A — B + 104, vilket
ger A=—34, B= -3 ocha, = —34-3" — 3. (=1)" + (12n + 40)2".

Svar: Enda lésningen &r a,, = —34-3"—3.(—1)"+(12n+40)2™ fér n = 0,1, 2,...

7) (4p) Vi séker antalet m € Sg som uppfyller att 76(1) # 2.

Lésning: Vi beriknar forst antalet 7 € Sg med 7°(1) = 2 (och drar bort dem).

7%(1) = 2 precis om 1 ingar i en cykel av form (1.2.), (12...), (1..... 2), (1..... 2.) (cyk-
ler av lingd 1, 2, 3 eller 6 ger 7°(1) = 1). Antalen 7 med sadana cykler &r resp. (6)y - 4! = 6!
(”.”:arna i cykeln kan véljas bland 3-8 pa (6)2 = 6 -5 sétt och de 6vrigas permutation pa 4! sétt), (6)3 -3l = 6',
(6)5 - 11 = 6!, (6)6 - 0! = 6!. Inget m kan innehélla mer &n en av dessa cykler, sa det totala
antalet med 7%(1) = 2 dr 4 - 6!.

(Alternativt: Antalet = med w%(1) = 2 ar 1 av alla med w8(1) # 1 och de med 7®(1) = 1 &r de med 11i 1, 2, 3,
6-cykler, som ovan (7)o 7!+ (7)1 6!+ (7)2 5!+ (7)5 - 2! = 4- 7! stycken, sa de med n%(1) = 2 &r 2(8!—4-7!) = 4-6!.)
Det sokta antalet ar alltsa 8! —4-6! = (8 -7 —4)6! = 52 - 720 = 37440.

Svar: Antalet m € Sg med 7%(1) # 2 ar 37440.

8) (4p) Vi skall visa att en graf G = (V, E) (dar V # @) med antalet horn med valens 3 lika
med antalet horn med valens antingen 0 eller 1, innehaller minst en cykel.

Losning: Lat V' ={v € V | d(v) # 0} och G' = (V', E).

G’ saknar horn med valens 0 och antalet horn med valens 3 dr > antalet horn med valens
1. Det betyder att > .y, d(v) > 2|V’|, men den summan &r ("handslagslemmat”) = 2|E],
s& |E|] > [V'|. Om det inte funnes nagra cykler, vore varje komponent ett trad och skulle
innehalla ett hérn mer &n kanter. Det skulle innebéra att |V’| = |E| + ¢ (¢ antalet kompo-
nenter), men ¢ > 0, ty V # & ger att det finns v € V med §(v) # 0, sa V' # &. Antagandet
att grafen saknar cykler ledde till motséigelse, sa den har minst en cykel. Saken &r klar.




9) Vi soker (a, 1p) 3 olika  med 0 < z < 437 och (b, 4p) alla heltal  som uppfyller
23 — 722 + 122 = 0 (mod 437) [437 = 19 - 23]

Lésning: Eftersom 2% — 722 + 122 = z(z — 3)(z — 4) 4r 2 = 0, 3, 4 tre olika 16sningar.

23 — 722+ 122 =0 (mod 437) & 19-23 =437 | 2® — 72 + 12z = 2(x — 3)(x — 4) &

< [19 | .I‘(Jf — 3) (JJ — 4) och 23 | .13(33 — 3)($ — 4)] (eftersom 19 och 23 &r primtal).

2 uppfyller alltsa den givna kongruensen omm z =19 4, * =a3 j, dér i,5 € {0,3,4}.

Det handlar alltsa om den kinesiska restsatsen. 23 =1-1944,19=4-4+43,4=1-3+1,
sal1=4-3=4—-(19-4-4)=-1945-4=-19+5(23-19)=5-23—-6-19=115—-114
och saledes 115 =19 1, =23 0 och —114 =19 0, =53 1.

Modulo 19-23 = 437 ges alltsa alla losningar av 115-4—114- 5. Man finner 115-0—114-0 =
0,115-3 — 114 -0 = 345,115 -4 — 114 - 0 = 460 =437 23,115 -0 — 114 - 3 = —342 =37
95,115-3—-114-3 = 3,115-4—-114-3 = 118,115-0—114-4 = —456 =437 418,115-3—-114-4 =
—111 =437 326,115 -4 — 114 - 4 = 4. Losningarna &r alltsa precis alla z =437 nagon av dem.
Svar a: T.ex. x =0,3,4,

b: « = k + 437n, dir k € {0, 3,4, 23,95, 118, 326, 345, 418} och n € Z.

10) Vi skall (a, 1p) visa att ¢(26%) = 12 - 26 och (b, 4p) finna alla n € N, sidana att
¢(n2) =12n (N; = {1,2,...} och ¢ ar Eulers ¢-funktion).

Lésning: Enligt en kiind sats ir ¢(n) = [, p{" " (p; — 1) om n = [, p’, dér p;ina ér olika
primtal och e; € Ny. 262 = 22132, sa ¢(26%) = 2(2 — 1) - 13(13 — 1) = 12 - 26.

Om, som ovan, n = [[, p5* ar ¢(n?) = [[, 2% '(pi — 1) =n-[[,p{" "(p; — 1). Villkoret for
¢(n?) = 12n &r alltsa precis [, p{' "' (p; — 1) = 12. Tydligen maste p; — 1 vara en delare till
12, sa andra p; 4n 2, 3, 5, 7, 13 &r inte tankbara. Alla pfifl(pi — 1) som delar 12 ges av:

bi Tydligen svarar alla mojligheter att fa 12 som en produkt av

‘ 2 35 7 13 hogst ett tal ur varje kolumn mot
111 2 4 6 12 n=13,213 = 26,3-7 = 21,2-3-7 = 42,22.7 = 28,22.32 = 36
34

Svar a: Visat ovan, b: Alla l6sningar ar n = 13, 21, 26, 28, 36, 42.




