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Tryckfel kan förekomma.

1) (4p) Vi skall visa att en graf med 21 hörn och 58 kanter inte kan vara planär.

Lösning: Antag (för att f̊a en motsägelse) att grafen är planär och betrakta en plan ritning av
den.
L̊at antalet hörn i grafen vara v, antalet kanter e, antalet ytor grafen delar in planet i r
(inklusive den omgivande, obegränsade ytan) och antalet komponenter c.
Summan av antalen kanter kring ytorna är 2e (varje kant räknas dubbelt) och de summerade
antalen är alla ≥ 3 (inga multipla kanter eller öglor), s̊a 2e ≥ 3r, dvs r ≤ 2

3e.

Enligt en känd sats ger det c+1 = v−e+r ≤ v− 1
3e = 21− 58

3 = 5
3 , s̊a c ≤ 2

3 . Men eftersom
v 6= 0 är c ≥ 1. Antagandet att grafen är planär ledde till motsägelse, s̊a saken är klar.
(Alt.: Åberopa direkt olikheten 3v ≥ e + 3(c + 1) för planaritet, i stencilen om planära grafer.)

2) (4p) Vi söker alla lösningar x ∈ Z741 till ekvationen 51x = 18.

Lösning: Problemet motsvarar den diofantiska ekvationen 51x−741k = 18. Euklides algo-
ritm ger 741 = 14 ·51+27, 51 = 1 ·27+24, 27 = 1 ·24+3, 24 = 8 ·3 s̊a sgd(741, 51) = 3 och
3 = 27−1 ·24 = 27−1(51−1 ·27) = −1 ·51+2 ·27 = −51+2(741−14 ·51) = 2 ·741−29 ·51.

Multiplikation med 6 ger −174 · 51 + 12 · 741 = 18, s̊a
{
x0 = −174

k0 = −12
är en lösning till den

diofantiska ekvationen.
(x, k) uppfyller d̊a ekvationen precis om 51(x − x0) − 741(k − k0) = 0, dvs (dividera med

sgd(51, 741) = 3) 17(x − x0) = 247(k − k0), där sgd(17, 247) = 1. S̊a (entydig faktorisering)

x−x0 = 247q, för n̊agot q ∈ Z. Varje q ∈ Z ger ocks̊a en lösning (k−k0 = 17q). 0 ≤ x < 741
ger tre värden x = 73, 320, 567. Svar: Alla lösningar i Z741 är x = 73, 320, 567.

3) De 5 första uppgifterna p̊a en skrivning kan ge 0 eller 1 poäng och de övriga 5 kan ge 0,
1 eller 2 poäng. Vi söker (a, 1p) antalet möjliga resultat och (b, 3p) antalet av dem som
inneh̊aller alla poäng 0, 1 och 2.

Lösning: L̊at X vara mängden möjliga resultat. Multiplikationsprincipen ger |X| =
25 · 35(= 7776).
För b) använder vi principen om inklusion och exklusion (s̊allprincipen).
L̊at Ai för i = 0, 1, 2 vara mängden resultat utan n̊agot ”i”.
D̊a är |A0| = |A1| = 15 · 25

(bara 1 resp. 0 möjligt för uppgift 1–5), |A2| = 210
(bara 0 och 1 möjliga för

alla uppgifter), |A0 ∩A1| = 0 (inget möjligt resultat för uppgift 1–5), |A0 ∩A2| = |A1 ∩A2| = 110
(bara

1 resp. 0 möjligt för alla uppgifter), |A0 ∩A1 ∩A2| = 0 (inget möjligt resultat för n̊agon uppgift).
Med X som ovan är det sökta antalet |X r (A0 ∪ A1 ∪ A2)| = |X| − (|A0|+ |A1|+ |A2|) +
(|A0∩A1|+ |A0∩A2|+ |A1∩A2|)−|A0∩A1∩A2| = 25 ·35− (2 ·25 + 210) + (0 + 1 + 1)−0 =
35 · 25 − 210 − 26 + 2(= 6690)

Svar a: 35 · 25(= 7776), b: 35 · 25 − 210 − 26 + 2(= 6690) möjliga resultat.

4) (4p) Vi söker det minsta möjliga e-värdet > 1000 för ett RSA-system för kryptering med
de ”stora” primtalen p = 43 och q = 61.

Lösning: m = (p− 1)(q − 1) = 42 · 60 = 23 · 32 · 5 · 7. e fungerar som krypteringsexponent
omm sgd(e,m) = 1, s̊a (7 | 1001, 2 | 1002, 2, 3, 5, 7 - 1003):

Svar: Det minsta möjliga e > 1000 är e = 1003.



5) (4p) Vi söker antalet irreducibla monadiska andragradspolynom i Z5[x].

Lösning: Ett monadiskt andragradspolynom i Z5[x] har formen x2 + ax+ b, där a, b ∈ Z5

och olika (a, b) ger olika polynom. Det totala antalet s̊adana polynom är allts̊a 5 · 5 = 25.
Reducibla monadiska andragradspolynom i Z5[x] kan skrivas (x−α)(x−β), med α, β ∈ Z5.
Olika {α, β} ger olika polynom, s̊a antalet reducibla är 5 +

(
5
2

)
= 15 (5 med α = β och

(5
2

)
= 10

med α 6= β). De irreducibla är allts̊a 25− 15 = 10 st.

Svar: Antalet irreducibla monadiska andragradspolynom i Z5[x] är 10.

6) (5p) Vi söker antalet väsentligt olika (s̊a att de inte blir lika hur
man än vrider en del av eller hela anordningen i rummet) sätt att färga
pärlorna med en röd och resten vita eller svarta.

Lösning:
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Vi numrerar pärlorna som i figuren. Gruppen av ”till̊atna” permutationer av pärlorna
är d̊a G = {(1), (45), (67), (45)(67), (23)(46)(57), (23)(47)(56), (23)(4657), (23)(4756)}, med
|G| = 8.
Enligt Burnsides lemma (Thm 21.4 i boken) är antalet väsentligt olika färgningar = antalet
banor för gruppens verkan p̊a färgningarna = 1

|G|
∑
g∈G |F (g)|.

Om g ∈ G som permutation har cykelstrukturen [1α1 2α2 · · · ], är |F (g)|, antalet färgningar
som är invarianta under g:s verkan, = α1 · 2α1+α2+...−1 (alla pärlor i samma cykel m̊aste
ha samma färg, den röda pärlan kan vara vilken som av 1-cyklerna och övriga cykler
kan var och en färgas vit eller svart). Eftersom vi har 1 element av typ [17], 2 av typ
[15 21], 1 av typ [13 22], 2 av typ [11 23] och 2 av typ [11 21 41] blir det sökta antalet
1
8 (1 · 7 · 26 + 2 · 5 · 25 + 1 · 3 · 24 + 2 · 1 · 23 + 2 · 1 · 22) = 7 · 23 + 5 · 23 + 3 · 2 + 2 + 1 = 105.

Svar: P̊a 105 olika sätt.

7) (5p) Vi söker antalet π ∈ S8 som uppfyller att π6(1) 6= 2.

Lösning: Vi beräknar först antalet π ∈ S8 med π6(1) = 2 (och drar bort dem).
π6(1) = 2 precis om 1 ing̊ar i en cykel av form (1 .2 .), (1 2 . . .), (1 . . . . . 2), (1 . . . . . 2 .) (cyk-

ler av längd 1, 2, 3 eller 6 ger π6(1) = 1). Antalen π med s̊adana cykler är resp. (6)2 · 4! = 6!
(”.”:arna i cykeln kan väljas bland 3–8 p̊a (6)2 = 6 · 5 sätt och de övrigas permutation p̊a 4! sätt), (6)3 · 3! = 6!,
(6)5 · 1! = 6!, (6)6 · 0! = 6!. Inget π kan inneh̊alla mer än en av dessa cykler, s̊a det totala
antalet med π6(1) = 2 är 4 · 6!.
(Alternativt: Antalet π med π6(1) = 2 är 1

7 av alla med π6(1) 6= 1 och de med π6(1) = 1 är de med 1 i 1, 2, 3,

6-cykler, som ovan (7)0 ·7!+(7)1 ·6!+(7)2 ·5!+(7)5 ·2! = 4 ·7! stycken, s̊a de med π6(1) = 2 är 1
7 (8!−4 ·7!) = 4 ·6!.)

Det sökta antalet är allts̊a 8!− 4 · 6! = (8 · 7− 4)6! = 52 · 720 = 37440.

Svar: Antalet π ∈ S8 med π6(1) 6= 2 är 37440.

8) (5p) Vi skall visa att en graf G = (V,E) (där V 6= ∅) med antalet hörn med valens 3 lika
med antalet hörn med valens antingen 0 eller 1, inneh̊aller minst en cykel.

Lösning: L̊at V ′ = {v ∈ V | δ(v) 6= 0} och G′ = (V ′, E).
G′ saknar hörn med valens 0 och antalet hörn med valens 3 är ≥ antalet hörn med valens
1. Det betyder att

∑
v∈V ′ δ(v) ≥ 2|V ′|, men den summan är (”handslagslemmat”) = 2|E|,

s̊a |E| ≥ |V ′|. Om det inte funnes n̊agra cykler, vore varje komponent ett träd och skulle
inneh̊alla ett hörn mer än kanter. Det skulle innebära att |V ′| = |E|+ c (c antalet kompo-
nenter), men c > 0, ty V 6= ∅ ger att det finns v ∈ V med δ(v) 6= 0, s̊a V ′ 6= ∅. Antagandet
att grafen saknar cykler ledde till motsägelse, s̊a den har minst en cykel. Saken är klar.



9) Vi söker (a, 1p) 3 olika x med 0 ≤ x < 437 och (b, 5p) alla heltal x som uppfyller
x3 − 7x2 + 12x ≡ 0 (mod 437) [437 = 19 · 23.]

Lösning: Eftersom x3 − 7x2 + 12x = x(x− 3)(x− 4) är x = 0, 3, 4 tre olika lösningar.
x3 − 7x2 + 12x ≡ 0 (mod 437)⇔ 19 · 23 = 437 | x3 − 7x2 + 12x = x(x− 3)(x− 4)⇔
⇔
[
19 | x(x− 3)(x− 4) och 23 | x(x− 3)(x− 4)

]
(eftersom 19 och 23 är primtal).

x uppfyller allts̊a den givna kongruensen omm x ≡19 i, x ≡23 j, där i, j ∈ {0, 3, 4}.
Det handlar allts̊a om den kinesiska restsatsen. 23 = 1 · 19 + 4, 19 = 4 · 4 + 3, 4 = 1 · 3 + 1,
s̊a 1 = 4− 3 = 4− (19− 4 · 4) = −19 + 5 · 4 = −19 + 5(23− 19) = 5 · 23− 6 · 19 = 115− 114
och s̊aledes 115 ≡19 1, ≡23 0 och −114 ≡19 0, ≡23 1.
Modulo 19 ·23 = 437 ges allts̊a alla lösningar av 115 · i−114 · j. Man finner 115 ·0−114 ·0 =
0, 115 · 3 − 114 · 0 = 345, 115 · 4 − 114 · 0 = 460 ≡437 23, 115 · 0 − 114 · 3 = −342 ≡437

95, 115 ·3−114 ·3 = 3, 115 ·4−114 ·3 = 118, 115 ·0−114 ·4 = −456 ≡437 418, 115 ·3−114 ·4 =
−111 ≡437 326, 115 · 4− 114 · 4 = 4. Lösningarna är allts̊a precis alla x ≡437 n̊agon av dem.

Svar a: T.ex. x = 0, 3, 4,
b: x = k + 437n, där k ∈ {0, 3, 4, 23, 95, 118, 326, 345, 418} och n ∈ Z.

10) G är en grupp och vi skall visa (a, 3p) att om axbxa = x−1 har en lösning x ∈ G för
alla a, b ∈ G, s̊a finns för varje g ∈ G ett c ∈ G s̊a att g = c3 och (b, 3p) att om för varje
g ∈ G finns c ∈ G med g = c3, s̊a finns för alla a, b ∈ G ett x ∈ G med axbxa = x−1.

Lösning: a) Antag att ekvationen axbxa = x−1 har en lösning x ∈ G för alla a, b ∈ G. L̊at
d vara en lösning med b = g, a = 1, dvs 1dgd1 = d−1. D̊a (multiplicera med d−1 fr̊an b̊ada
sidor) är g = (d−1)3 och (g var godtyckligt, c = d−1) saken är klar.
b) Antag att för varje g ∈ G finns c ∈ G med g = c3. axbxa = x−1 ⇔ axbxax = 1 ⇔
bxaxax = 1 ⇔ b(xa)3 = a ⇔ a−1b = ((xa)−1)3. Enligt förutsättningen är a−1b = c3 för
n̊agot c ∈ G. x = c−1a−1 löser d̊a ekvationen (med de godtyckliga a, b). Saken är klar.


