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Tryckfel kan forekomma.

1) (4p) Vi skall visa att en graf med 21 hérn och 58 kanter inte kan vara planér.

Losning: Antag (fér att fa en motsigelse) att grafen ar plandr och betrakta en plan ritning av
den.

Lat antalet horn i grafen vara v, antalet kanter e, antalet ytor grafen delar in planet i r
(inklusive den omgivande, obegransade ytan) och antalet komponenter C.

Summan av antalen kanter kring ytorna &r 2e (varje kant riknas dubbelt) och de summerade
antalen &r alla >3 (inga multipla kanter eller 6glor), sa 2e > 37", dvs r < %6.

Enligt en kand sats ger det c+1=v—e+r <v— %e =21— % = g, sac< % Men eftersom
v # 0 dr ¢ > 1. Antagandet att grafen ar planér ledde till motséigelse, sa saken &r klar.
(Alt.: Aberopa direkt olikheten 3v > e + 3(c + 1) for planaritet, i stencilen om planira grafer.)

2) (4p) Vi soker alla 16sningar @ € Z74; till ekvationen 51x = 18.

Losning: Problemet motsvarar den diofantiska ekvationen 5lx — 741k = 18. Euklides algo-
ritm ger 741 = 14-51+27, 51 = 1-27+24, 27 = 12443, 24 = 8-3 sa sgd(741,51) = 3 och
3=27-1-24=27-1(51—-1-27) = —1-51+2-27 = —5142(741—14-51) = 2-741—29-51.
Multiplikation med 6 ger —174 - 51 + 12 - 741 = 18, sa {iﬁ ~ b dren losning till den
diofantiska ekvationen.

(x,k) uppfyller da ekvationen precis om 51(x — xg) — 741(k — ko) = 0, dvs (dividera med
sgd(51,741) = 3) 17(.7? — 330) = 247(]{} — /{0), dar Sgd(17,247) = 1. Sa (entydig faktorisering)
x—xo = 247¢q, for nagot ¢ € Z. Varje q € Z ger ocksa en 16sning (k—ko = 17¢). 0 <z < 741
ger tre varden x = 73, 320, 567. Svar: Alla l6sningar i Zr4; ar = 73, 320, 567.

3) De 5 forsta uppgifterna pa en skrivning kan ge 0 eller 1 podng och de 6vriga 5 kan ge 0,
1 eller 2 podng. Vi soker (a, 1p) antalet mojliga resultat och (b, 3p) antalet av dem som
innehaller alla podng 0, 1 och 2.

Losning: Lat X vara mingden mojliga resultat. Multiplikationsprincipen ger |X| =
25 . 35(= T776).

For b) anvénder vi principen om inklusion och exklusion (sallprincipen).

Lat A; for ¢ = 0,1, 2 vara méngden resultat utan nagot ”4”.

Da ar |A0| = |A1| =15.25 (bara 1 resp. 0 mojligt for uppgift 1-5), |A2| =210 (bara 0 och 1 mdjliga for
alla uppgifter), |A0 N Al‘ = 0 (inget méjligt resultat for uppgift 1-5), |AO n A2| = |A1 n A2| =110 (bara
1 resp. 0 mojligt for alla uppgifter), |A0 n A1 n Ag‘ =0 (inget mojligt resultat for nagon uppgift).

Med X som ovan &r det sokta antalet | X ~ (Ag U Ay U Ag)| = | X| — (JAo| + |A1] + |A2]) +
(JAoNAq|+]AgNAg|+|A1 NAs|) —|[AgN AT NAg| =253 —(2:25+210) 4+ (04+1+1) -0 =
3525 — 210 26 4 9(=6690)

Svar a: 3% .2%(= 7776), b: 3%.2% — 210 _ 26 | 2(= 6690) mojliga resultat.

4) (4p) Vi soker det minsta méjliga e-vardet > 1000 for ett RSA-system for kryptering med
de ”stora” primtalen p = 43 och ¢ = 61.

Lésning: m = (p—1)(g — 1) =42-60 = 2232 .5. 7. e fungerar som krypteringsexponent
omm sgd(e,m) =1, sa (7] 1001, 2 | 1002, 2,3,5,7 1 1003):
Svar: Det minsta mdéjliga e > 1000 ar e = 1003.




5) (4p) Vi soker antalet irreducibla monadiska andragradspolynom i Zs[z].

Lésning: Ett monadiskt andragradspolynom i Zs[x] har formen 2% + az + b, dér a,b € Zs
och olika (a,b) ger olika polynom. Det totala antalet sadana polynom ér alltsa 5 -5 = 25.
Reducibla monadiska andragradspolynom i Zs[z] kan skrivas (x — a)(z — 3), med «, 8 € Zs.
Olika {«, 8} ger olika polynom, sa antalet reducibla ar 5 + (g) =15 (5 med a = B och (3) = 10
med a # B). De irreducibla &r alltsa 25 — 15 = 10 st.

Svar: Antalet irreducibla monadiska andragradspolynom i Zs[x] &r 10.

6) (5p) Vi soker antalet visentligt olika (sa att de inte blir lika hur
man an vrider en del av eller hela anordningen i rummet) sitt att farga
parlorna med en réd och resten vita eller svarta.

Lo6sning:

Vi numrerar pérlorna som i figuren. Gruppen av "tillatna” permutationer av pérlorna
ar da G = {(1),(45), (67), (45)(67), (23)(46)(57), (23)(47)(56), (23)(4657), (23)(4756) }, med
|G| = 8.

Enligt Burnsides lemma (Thm 21.4 i boken) &r antalet vésentligt olika fargningar = antalet
banor for gruppens verkan pa fargningarna = ﬁ > e |F(g)].

Om g € G som permutation har cykelstrukturen [1%t 2?2 ...] &r |F(g)|, antalet fargningar
som #r invarianta under g:s verkan, = ay - 2*1+22+-~1 (3lla pérlor i samma cykel maste
ha samma farg, den réda pérlan kan vara vilken som av 1-cyklerna och Ovriga cykler
kan var och en firgas vit eller svart). Eftersom vi har 1 element av typ [17], 2 av typ
(1521, 1 av typ [1222], 2 av typ [1'23] och 2 av typ [1'2'4!] blir det sékta antalet
%(1~7-26+2-5~25+1-3~24+2-1-23+2-1-22):7-23+5-23+3~2+2+1:105.
Svar: Pa 105 olika satt.

7) (5p) Vi soker antalet m € Sg som uppfyller att 7¢(1) # 2.

Lésning: Vi beriiknar forst antalet 7 € Sg med 7%(1) = 2 (och drar bort dem).

76(1) = 2 precis om 1 ingar i en cykel av form (1.2.), (12...), (1..... 2), (1..... 2.) (eyk-
ler av lingd 1, 2, 3 eller 6 ger 7%(1) = 1). Antalen 7 med sadana cykler &r resp. (6)2 - 4! = 6!
(”.7:arna i cykeln kan véljas bland 3-8 pa (6)2 = 65 satt och de 6vrigas permutation pa 4! sitt), (6)3 -3l = 6!,
(6)5 - 1! = 6!, (6)6 - 0! = 6!. Inget 7w kan innehalla mer &n en av dessa cykler, sa det totala
antalet med 76(1) = 2 #r 4 - 6!.

(Alternativt: Antalet 7 med «%(1) = 2 ar 1 av alla med w%(1) # 1 och de med 7%(1) =1 ér de med 11 1, 2, 3,
6-cykler, som ovan (7)o - 7!+ (7)1 -6! 4 (7)2- 5!+ (7)5 - 2! = 4-7! stycken, sa de med 7°(1) = 2 &r $(8!1—4-7) =4-6!.)
Det sokta antalet ar alltsa 8! — 4 - 6! = (8- 7 — 4)6! = 52 - 720 = 37440.

Svar: Antalet m € Sg med w®(1) # 2 &r 37440.

8) (5p) Vi skall visa att en graf G = (V, E) (dar V # @) med antalet horn med valens 3 lika
med antalet horn med valens antingen 0 eller 1, innehéller minst en cykel.

Losning: Lat V' = {v € V | §(v) # 0} och G' = (V', E).

G’ saknar horn med valens 0 och antalet horn med valens 3 dr > antalet horn med valens
1. Det betyder att .y, d(v) > 2|V’|, men den summan &r ("handslagslemmat”) = 2|E],
s& |E| > [V']. Om det inte funnes nagra cykler, vore varje komponent ett trad och skulle
innehalla ett hérn mer &n kanter. Det skulle innebéra att |V’| = |E| + ¢ (¢ antalet kompo-
nenter), men ¢ > 0, ty V # & ger att det finns v € V med §(v) # 0, sa V' # &. Antagandet
att grafen saknar cykler ledde till motségelse, sa den har minst en cykel. Saken &r klar.




9) Vi soker (a, 1p) 3 olika  med 0 < z < 437 och (b, 5p) alla heltal  som uppfyller
23 — 722 + 122 = 0 (mod 437) [437 = 19 - 23]

Lésning: Eftersom 23 — 722 + 122 = z(z — 3)(z — 4) 4r 2 = 0, 3, 4 tre olika 16sningar.
23— 722+ 122 =0 (mod 437) & 19-23 =437 | 2® — 72 + 12z = z(z — 3)(z — 4) &

<~ [19 | .’£((£ — 3) (ZL’ — 4) och 23 | ﬂf(iL’ — 3)(SU — 4)] (eftersom 19 och 23 &r primtal).

x uppfyller alltsa den givna kongruensen omm z =19 4, & =3 j, dar 4,5 € {0,3,4}.

Det handlar alltsa om den kinesiska restsatsen. 23 =1-19+4,19=4-4+3,4=1-3+1,
s81=4-3=4—(19-4-4)=-1945-4=-19+5(23-19)=5-23—-6-19=115—-114
och saledes 115 =19 1, =23 0 och —114 =19 0, =53 1.

Modulo 19-23 = 437 ges alltsa alla l6sningar av 115-4— 114 - 5. Man finner 115-0—114-0 =
0,115-3 —114 -0 = 345,115 -4 — 114 - 0 = 460 =437 23,115-0 — 114 - 3 = —342 =437
95,115-3—114-3 = 3,115-4—114-3 = 118,115-0—114-4 = —456 =437 418,115-3—-114-4 =
—111 =437 326,115 -4 — 114 - 4 = 4. Losningarna ar alltsa precis alla x =437 nagon av dem.

Svar a: T.ex. * =0, 3,4,
b: x = k + 437n, dar k € {0, 3,4,23,95,118, 326,345,418} och n € Z.

10) G ér en grupp och vi skall visa (a, 3p) att om axbra = z~* har en l6sning x € G for
alla a,b € G, sa finns for varje g € G ett ¢ € G s& att g = ¢® och (b, 3p) att om for varje
g € G finns ¢ € G med g = ¢3, sa finns for alla a,b € G ett « € G med azbra = 2~ .

Lésning: a) Antag att ekvationen azbra = x~! har en 16sning x € G for alla a,b € G. Lat
d vara en losning med b = g, a = 1, dvs 1dgdl = d~!. D4 (multiplicera med d~! fran bada
sidor) #r g = (d~1)3 och (g var godtyckligt, ¢ = d~!) saken &r klar.

b) Antag att for varje g € G finns ¢ € G med g = 3. azbra = 27! & avbrar = 1 &
bravar = 1 & b(za)® = a & a=1b = ((za)™1)3. Enligt forutsittningen ir a='b = ¢3 for
nagot ¢ € G. x = ¢ ta~! 16ser da ekvationen (med de godtyckliga a, b). Saken &r klar.




