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Tryckfel kan forekomma.
1) (3p) Givet ett RSA-system med de offentliga parametrarna n = 143 och e = 103, skall
vi dekryptera meddelandena 2, 3 och 4.

Losning:

n = 1113 (bada primtal) ger m = 10 - 12 = 120. For att bestdmma dekrypteringsparametern
d anvander vi Euklides algoritm, 120 = 1-103 417, 103 = 6-17+ 1, (s& sgd(120,103) = 1, e = 103
fungerar verkligen och) 1=103-6-17 =103 — 6(120 — 103) =7-103—6-120och vitar d = 7.
Det ger 27 =128, 37 =3°.32 =243-3-3 =143 100-3-3 = 300 -3 =143 14 -3 = 42 och
47 = 1282 =143 (—15)? = 225 =143 82, sa D(2) = 128, D(3) = 42, D(4) = 82.

Svar: De krypterade meddelande 2, 3 och 4 dekrypteras som 128, 42 och 82.

2) (3p) Vi skall avgora om 32 genererar (G,-) = (U(Zgor, ), gruppen av inverterbara ele-
ment i Z697. [697 =17- 41}

Losning:

|G| = ¢(697) = 16 - 40, s& alla € G uppfyller x1649 = 1. Eftersom sgd(2,697) = 1 giller
2 € G, sd 1 =21640 = (25)16:8 — 39168 och 9(32) < |G|. 32 genererar alltsd inte G.

Svar: 32 genererar inte (U (Zgo7), ).

3) (3p) (G, ) ar en grupp och vi skall visa att om a € G &r det enda elementet i G som har
ordning k, sa ligger a i G:s centrum, dvs ga = ag for alla g € G.

Losning:

Lat g € G. (gag™')™ = ga™g~
och a har samma ordning, sa enligt forutsattningarna ar gag™
godtyckligt i G, sa saken ar klar.
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, 58 (gag™H)™ =1 & a™ = 1. Det betyder att gag~
L' = a, dvs ga = ag. g var

(I sjélva verket maste k vara 1 eller 2. a och a~! har alltid samma ordning, si a = a~! och alltsa a® = 1.)

4) (3p) (R,+,-) ar en ring vars additiva grupp (R, +) &ar cyklisk. Vi skall visa att R &r
kommutativ under multiplikationen, a -b = b - a for alla a,b € R.

Losning:
Lat (R,+) genereras av ¢ och lat a,b € R. Dadra=c+c+...+cochb=c+c+...+¢
—_—— —_———

m st n st
for négra m,n € Z (om t.ex. m < 0skall ¢ + ¢ + ...+ ¢ tolkas som (—c) + (—¢) + ... + (—c)). Da fas med
| ——

m st —m st

distributivalagenatta-b=c-b+c-b+...+c- b=+ +.. +E =+ +... +2 =

m st m-n st n-m st
b-a. Saken ar klar.

5) Koden C definieras av kontrollmatrisen H = H) ? é g H Vi soker (a, 1p) antalet ord i C
och (b, 2p) de sénda orden da 10110, 11011, 01101 togs emot med hogst ett fel i varje.

Lo6sning:

H':s rader ar linjart oberoende (se tredje och fjérde positionerna), sa rangen ar 3 och kodens
dimension 5 — 3 = 2, s antalet ord |C| = 2% = 4.

Eftersom H(10110)7 = (011)7 = kolonn 2, H(11011)T = (011)7 = kolonn 2, H(01101)T =
(000)T, har det blivit fel i positionerna 2, 2 och ingenstans.

Svar a: |C| = 4, b: De sinda orden var 11110, 10011, 01101.




6) Vi har f(x) = 2* +32° + 22 + 2 + 3 och g(z) = 2* + 423 + 322 + 22 + 4 i Zs[z] och
soker (a, 2p) den monadiska storsta gemensamma delaren k(z) till f(x) och g(x) och (b, 2p)
Aa), p(x) € Zs[x] sa att k(z) = Ma) f(z) + p(x)g(x).

Losning:

Vi anvéinder Euklides algoritm for att finna en storsta gemensam delare.
Polynomdivisioner ger f(z) = 1-g(x) + h(z) med h(z) = 423 + 322 + 42 + 4,

g(z) = (42 + 3)h(z) + i(x) med i(z) = 322 + 42 + 2 och sedan h(z) = (3z + 2)i(z).

i(z) ar alltsa en storsta gemensam delare till f(z) och g(x) och i(z) = g(z) — (4 +3)h(x) =
g(@)+(z+2)h(z) = g(x)+(x+2)(f(z) +4g9(x)) = (x+2) f(z) + (4z+4)g(x). Den monadiska
sgd:n k(z) far vi genom att multiplicera med 371 = 2. Den blir k(z) = 22 + 32 +4 =
2z +4)f(x) + (3z + 3)g(z).

Svar a: k(z) = 22+ 3z + 4, b: A(z) = 2= + 4, p(x) = 3z + 3.

7) (4p) En kub skall fa en enfirgad kula i varje horn. Vi soker antalet vésentligt olika sitt
det kan ske om man far anvinda hogst en rod kula och godtyckliga antal kulor med k andra
farger.

Lo6sning:

Vi anvinder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har 24 element
(|Gz||Gz| = 8 -3 =24 om x ar ett av kubens hoérn):

identitets”rotationen” id,

8 rotationer %’T kring axlar genom motsatta horn rotyy,

6 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta kanter rotyg,

3 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rotss, och

6 rotationer 7 kring axlar genom mittpunkter av motsatta sidor rotssz.
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|F(g)|, antalet konfigurationer som inte dndras av ¢ for de olika g € G blir:

g antal element |F(g)]

id 1 k8 + 8k" (alla kulor godtyckligt firgade; med 0, 1 r6d)
rotpp 8 k* + 2k? (kulorna samma firg 1,3,3,1; ev. en av tva rod)
roty 6 k* + 0 (kulorna samma firg parvis)

TOtgen 3 k* +0 (kulorna samma firg parvis)
IOtss x 6 k% + 0 (kulorna samma fiirg 4 och 4)

Sa antalet olika utsmyckningar = antalet banor under G:s verkan pa fargningarna =

= 161 Lgec 1F@)| = g7 (1 (k% +8k7) + 8- (K +2k%) + 6 - k* +3 - k* +6- k) = 5;(k° +
8k" + 17k* 4+ 16k3 + 6k2).

Svar: Det finns i(k:8 + 8k7 4+ 17k* + 16k3 4 6k?) olika sidana utsmyckningar.

8) G &r en grupp och a,b € G har ordningar o(a) = m, o(b) = n, dir sgd(m,n) = 1. Vi
skall visa (a, 1p) att om a” = b® {or nagra r,s € Z sa ar a” = b* = 1 och (b, 3p) att alla
a’t’, 0<i<m,0<j<n ir olika.

Lo6sning:

Om g = a" = b® ligger g i bada de delgrupper (a) och (b) i G som genereras av a och b. De
har ordning m respektive n, sa g:s ordning delar bade m och n, sa o(g) =1 och g =1 (G:s
identitetselement). a-Saken ar klar.

Om a'ty = a*b', 0 < i,k <m, 0 < j,1 <n ger multiplikation fran vinster med a—* och fran
héger med b=7 att a' % = b=7 dir —m <i—k <m och —n <1 —j < n. Enligt a) giller
a’F =1, s& enligt kiind sats m | i — k, s& (ji— k| <m) i —k = 0, dvs i = k. P& motsvarande
sitt fas att j = [. b-Saken ar ocksa klar.




9) Vi skall (a, 1p) visa att polynomet k(x) = 2? +z + 1 ir irreducibelt i Zs[z], (b, 1p) stiilla
upp additions- och multiplikationstabellerna fér kroppen (F,+,-), dar F' = {0,1, «, 8} och
bestar av ekvivalensklasser modulo k(z) och a, 8 &r z:s respektive = + 1:s klasser och (c,
3p) faktorisera polynomet f(z) = z* + Bx® + az? + az + (3 i irreducibla faktorer i F[z].

Losning:

Eftersom k(x) ar av grad 2 ar det irreducibelt precis om det saknar nollstéllen.

k(0) = k(1) =1 # 0, sa saken &r klar i a). +]0 1 a 8 x|0 1 a B
Konstruktionen av F innebér precis att o2 +a-+1 =0 19 (1) p 2 7 8 ° 0 2
i F, dvs att o’ =a + 1. Det (och tabellerna for Zs) ger ala B 0 1 al0 a B 1
tabellerna for F: BlB a 1.0 Bl1O B 1 «a

For att se om f(x) har nagra forstagradsfaktorer soker vi nollstallen. f(0) = 8, f(1) =
L fla)=a+B+1++8=0,s8 ¢ —a=x+ «ir en faktor i f(z). Division ger att
f(x) = (x4 a)g(z), dir g(z) = 23 + 22 + a.

g(x) kan inte ha nollstéllen 0 eller 1. g(o) = 1+ 8+ o = 0, sa ocksa g(x) har en faktor
z + a. Division ger g(z) = (x + a)h(z), dir h(z) = 22 + Bz + 1. h(a) = B och h(B) =1, sa
h(z) dr irreducibelt. Den sokta faktoriseringen ir alltsa f(z) = (x + «)?(z? + Bz + 1).
Svar a: Visat ovan, b: se tabellerna ovan, c: f(z) = (z + a)?(z? + Bz + 1).

10) (5p) (G, ") &r en grupp och vi skall visa att for varje funktion f: G — G ér Zy = {g €
G| f(g-x)= f(z-g) for alla x € G} en delgrupp till G.

Lo6sning:

For att visa att Zy &r en delgrupp réicker det enligt en kand sats att visa att Z; # o,
a,b€Zy=abe Zsocha€ Zy=a'eZy.

l-z=xz-1(=z)forallaz e G,saleZy.

a,be 2 = flabz) S’ flbza) "Z’ f(zab) for alla z € G = ab € Z;.

a€Zy= fla'z) = f(a lza™'a) = flaa=tza™t) = f(za™!) for allaz € G = a™ ! €
Zs.

Saken ar klar.




