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8 juni 2012
Tryckfel kan féorekomma.
1) Vad ar 862012 i 217? (862012 betyder forstas 8(62012).)
Lo6sning:
(Zy7 ~ {0},-) &r en grupp av ordning 16, si 2'¢ = 1 for alla € Z;7 ~ {0} (Fermats lilla
sats). Eftersom 16 | 64 dr 62012 = 16k for nagot k € Z och 85" = (816)F = 1% = 1 i Z;.

2012 .
Svar: 86 =11iZi7.

2)Lat G={reR|-1<z<1l}lochzxy= fytryl for z,y € G.
a) (1p) Visa att z xy € G for alla z,y € G.
b) (2p) Visa att (G, *) ar en grupp (resultatet i a) far anvéandas).

Losning:
a) 1d 2t = BEVWED 5 0 (o 41y 415 00— 1y — 1< 0,0y > 1), 88 —1 < ZEE < 1.
b) Vi skall verifiera gruppaxiomen i (G, x) (Biggs 20.1).
z+y
(xxy)xz= Egglzfl = fytryxtizzfl =z x*(yxz) for alla z,y,z € G, sa * ar associativ i G.
zx0= fotg =2 =0x*z for alla x € G, s 0 &r identitetselement i G.
x*(—x) = f(t(;)i)l =0=(—x)xx for allax € G, sa —z &r invers till z i G.

Saken ar klar. ((G, ) ér isomorf med (R, +). En isomorfi R — G ges av 8(a) = tanh(a) fér a € R.)

3) (3p) Man soker en linjér, bindr kod C som innehaller ordet (011101100), men inte
(110011001).

Finn en méjlig kontrollmatris (eng. check matrix) H f6r C om den skall rdtta (minst) ett fel
och innehalla sa manga ord som méjligt.

Hur manga ord innehaller koden?

Losning:

H skall ha 9 olika och nollskilda kolonner (for att kunna ritta ett fel), $a det minimala (ger maximalt
antal ord) antalet rader #r 4. Kodens dimension blir 9 — 4 = 5, s& den innehaller 2% = 32 ord.
Eftersom (011101100) skall vara ett ord i C skall summan av kolonnerna 2, 3, 4, 6 och 7 vara
(0000)7 och eftersom (110011001) inte skall vara det skall summan av kolonnerna 1, 2, 5, 6,
9 inte vara (OOOO)T 1 0 0 0 1 11 0 1

o100 11011
Man kan t.ex. ta H = 0010010 1 10"
0O 0 01 0 01 0 1

Svar: Ett mdéjligt H ar som ovan.

4) En bricka har formen av en regelbunden femhérning. Man vill smycka den med glada
farger pa kulor i de fem hornen, enfargade lister langs de fem kanterna och farger pa de tva
ytorna. Hur manga vésentligt olika (dvs sa att de inte blir lika hur man &n vrider brickan i
rummet) fargningar finns det, om antalet tillgangliga farger &r a for hornen, b for kanterna
och ¢ for ytorna?

Lo6sning:

Vi anvénder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs).

Brickans grupp av symmetrirotationer har 10 element (|G,| = 2, |Gz| = 5 for alla horn x):
Identitetselementet (bevarar alla konfigurationer, |F(id)| = a®b°c?), fyra (andra) rotationer
i%ﬂ, i%’r kring axeln vinkelrdtt mot brickan genom dess mittpunkt (bevarar konfigura-
tioner med samma firg pa alla kulor och alla lister, |F(g)| = abc®) och fem rotationer 7
kring axlar genom hornen, i brickans plan (bevarar konfigurationer med tva par av hérn,
tva par av kanter och ytorna likfirgade, |F(g)| = abc).

Lemmat ger antalet visentligt olika fargningar, \%I > gec 1F(9)-

Svar: Det s6kta antalet firgningar ir %O(a5b5c2 + 5a3b3c + 4abc?).




5) (3p) Faktorisera polynomet x + 32 + 42% +  + 2 i Zs[x] i irreducibla faktorer.

Losning:

Vi bérjar med att soka forstagradsfaktorer, vilket enligt faktorsatsen dr ekvivalent med att
finna nollstéllen till p(z). Man finner att p(2) =0, sa  —2 = x+ 3 &r en faktor i p(z). Poly-
nomdivision ger att p(z) = (x +3)q(x), dir g(x) = 23 + 42 + 4. Det giller nu att faktorisera
g(x). Man finner att ¢(2) =0, sa x — 2 = x + 3 ar ocksa en faktor i g(x). Polynomdivision
ger ¢(z) = (z+3)r(z), dir r(z) = 2% + 2z + 3. Eftersom r(x) saknar nollstiillen i Zs, saknar
det forstagradsfaktorer och dr alltsa (eftersom det &r ett andragradspolynom) irreducibelt.

Svar: Den s6kta faktoriseringen dr (z + 3)2?(x? + 2z + 3).

6) Man vill skapa ett RSA-system for kryptering med de ”stora” primtalen p = 71 och
q =79, dvs parametern n = 71 - 79 = 5609.

a) (2p) Kan man anvidnda e = 2723 som krypteringsexponent? Ange i sa fall motsvarande
avkrypteringsexponent d.

b) (2p) Man vill ha ett litet d, men ett som innehaller minst tva olika primfaktorer. Finn
minsta moﬂlga d (du behdver inte beriikna motsvarande e).

Lo6sning:

a) e och d skall uppfylla e-d =1 (mod m), dar m = (p — 1)(¢ — 1) = 70 - 78 = 5460, sa
kravet pa e ar att sgd(m,e) = 1. Vi provar e = 2723 med Euklides algoritm:

5460 = 22723+ 14, 2723 =194-14+7, 14 =2-7+0, sa sgd(m, e) = 7, det fungerar inte.
b) d kan anvindas precis om sgd(m,d) = 1. m =70-78 =2-5-7-2-3 .13, sa mojliga
primfaktorer i d ar 11, 17, 19,... Minsta méjliga d ar alltsa 11 - 17 = 187.

Svar a: Nej, e = 2723 kan inte anvandas, b: Minsta méjliga d = 187.

7) Lat G vara en delgrupp till S,,, gruppen av permutationer av {1,2,...,m}, och Ag =
{m e A, | foér nagot 7 € G: w(z) = 7(x) for alla x € {1,2,...,m}}, dar A,, &r gruppen av
alla jaimna permutationer i S, (n > m).

a) (2p) Visa att Ag ér en delgrupp till S,,.

b) (2p) Finn alla virden |Ag|, Ag:s ordning, kan anta (uttryckt i |G|, m och n).

Losning:

a) Ag ar andlig (C S,,), sa den dr en delgrupp till S,, om Ag # @ och m,0 € Ag = 7o € Ag.
Eftersom id,, € G och id,, € A, giller id,, € Ag, sa Ag # @.

Om 7 verkar som 7, pa {1,2,...,m} och o som 7, verkar mo som 7,7, € G dér.

m,0€ A, =>7n0 €A, Sam,0€ Aq = no € Ag. Saken ar klar.

b) Om 7 € Ag, lat den verka som 7, (€ G) pa {1,2,...,m} och som 7., pa {m+1,...,n}.
Eftersom 7 &r en jaimn permutation &r 7, och 7, _,, antingen bada jamna eller bada udda
(produkt, eller riikna cykler av jimn lingd i vardera). Permutationerna i G ar antingen alla eller precis
halften jéimna (om 7 € G ar udda ger 7- en bijektion mellan udda och jamna i G). Omn-—m > 2 finns
for varje m,, € G precis %(n —m)! mojliga val av m,_,, (udda eller jamna, beroende pa m,:s

paritet), s& |[Ag| = 1(n —m)! - |G|. Om n = m eller n = m + 1 maste m,, vara jimn, si
|Ac'| = %|G| eller = |G| (beroende pa om G innehéller udda permutationer eller ej).
i(n—m)!- |G| omn>m+2,

Svar a: Visat ovan, b: |Ag| = 11Gl oller |G _ 1
5|G| eller |G| omn =m, m+ 1.

8) (4p) Visa att for alla n € Z ér 69n3! — 123023 + 54n delbart med 943. [943 = 23 - 41.]

Losning:

Det foljer ur Fermats lilla sats (som i RSA-algoritmen) att for alla primtal p och allan, k € Z
dr nFP=D+1 = n (mod p), sa 69n5! — 123n?% + 54n = 0-n® — 123n 4 54n = —69n = 0
(mod 23) och 69n3! — 123n23 + 54n = 69n — 0 - n?3 + 54n = 123n = 0 (mod 41). For varje
n € Z ar alltsa talet delbart med primtalen 23 och 41, ddrmed med deras produkt.

Saken ar klar.




9) (5p) Visa att f(z) = 22 + 1 ir irreducibelt i Zs[z] och finn ett primitivt element i den
dndliga kropp som kan konstrueras med Zs[x] och f(z).

Lo6sning:

f(z) ar irreducibelt, ty om det vore reducibelt skulle det ha en linjar faktor och dérmed ett
nollstélle i Z3, men f(0) =1, f(1) = f(2) = 2.

Lat F = {0,1,2,z,2 + 1,2 + 2,2z,22 + 1,2z + 2} vara motsvarande kropp. I F géller
22 =224+142=22% =2% =2z,2* = 2% =222 = 2-2 =1, s& z 4r inte ett primitivt
element i F. Eftersom F \ {0} har 8 = 23 element, har vart och ett av dess element multi-
plikativ ordning 1,2,4 eller 8. Elementen a = x, 2, 2z, 1 uppfyller a* = 1, vilken har exakt 4
16sningar i F. Ovriga nollskilda element i F har alltsa ordning 8 och #r dirmed primitiva
element, t.ex. x + 1.

Svar:  + 1 ar ett primitivt element.

10) Lat * vara en bindr operation pa méangden G sadan att

(i) xxy € G for alla z,y € G,

(i) (x*xy)*z =ax * (y * z) for alla x,y,z € G,

(741) det finns ett e € G sa att e x x = x for alla z € G,

(iv) for varje © € G finns ett 2’ € G s4 att ¢’ * & = e (samma e som i (iid)).

a) (1p) Vad fattas i (i) — (iv) for att (G, ) skall uppfylla den vanliga definitionen (som i boken)
av en grupp?

b) (4p) Visa att (G, ) faktiskt &r en grupp, dvs att de ”saknade” egenskaperna foljer fran
(l) — (’L’U) (Ledning: Utga t.ex. frAin ex e = e och e x 2’ = z’.)

Lo6sning:

a) Det ingar i den vanliga definitionen (Biggs 20.1) att  * e =  och z x 2’ = e.

b) For godtyckligt z € G fas med (i) — (iv) att 2’ x (z*xe) = (a/ xx)xe =exe=e =o' xz.
(2')'* pa bada led ger (2') (' * (xxe)) = ((a') *2’') % (xxe) = ex (xx€) = x * e respektive
(') % (2 xx)=((z') *x2')*xr=exTr=1T,58 T*e = x.

Pss. fas o'« (zx2') = (o' xx)xa’ = exa’ = a’. (2’)* pa bada led ger (a') x (¢'x (xxz’)) =
(") x2')* (xx2') = ex (xxa’) =z x 2’ respektive (') x2' =e, sax*xx’ = e.




