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Tryckfel kan féorekomma.

1) G &r en hamiltonsk graf och vi skall visa att om man tar bort k£ > 0 hérn fran G, far
man en graf med hogst k& komponenter.

Lo6sning:

Betrakta en viss hamiltoncykel i G. Da man tar bort k(> 0) horn, delas cykeln upp i hogst &
sammanhéngande delar (om man tar bort k bitar av en cirkel, har man hogst k bitar kvar).
Hornen i varje del av den uppdelade cykeln ligger i samma komponent av den beskurna
grafen och varje komponent av denna innehaller minst ett hérn, sa antalet komponenter &r
hogst k. Saken ar klar.

2) Vi soker alla @ € Zogs som uppfyller 1172 = 36.

Lo6sning:

Problemet motsvarar den diofantiska ekvationen 117x — 246k = 36. Euklides algoritm ger
246 = 21174 12,117 =9-12+ 9,12 =1-9+3,9 = 3 - 3 s4 sgd(117,246) = 3 och
3=12-1-9=12-1(117-9-12) = —=1- 117+ 10- 12 = —117 4+ 10(246 — 2 - 117) =
10-246 —21-117 = 10-246 —39-246 +82-117—21-117 = —29-246461-117 (30 = 117, 82 = 246),

Multiplikation med 12 ger —348 - 246 + 117 - 732 = 36, sa {”; = ;j; ar en 16sning till den
diofantiska ekvationen. o=

(z, k) uppfyller da ekvationen precis om 117(x — xg) — 246(k — ko) = 0, dvs 39(x — z¢) =
82(k — ko), sa (entydig faktorisering) x — xg = 82¢, godtyckligt ¢ € Z. 0 < x < 246 ger de
tre vardena x = 76, 158, 240.

Svar: Alla l6sningar i Zg4¢ 8r = 76,158, 240.

3) Vi soker antalet sétt att fordela 30 (identiska) bullar och 15 (identiska) tartbitar bland
20 (sérskiljbara) barn, sa att varje barn far minst en bulle och hogst en tartbit?

Lo6sning:
Bullarna kan fordelas pa (191‘210) = 192!?1!0!
véaggar bland 19 + 10 bullviggar).

sitt (forst en bulle till varje barn, sa véljs 19

Tartbitarna kan fordelas pa (?g) = 152)!9!5! satt (valj vilka barn som far en).
Multiplikationsprincipen ger
Svar: De kan fordelas pa % = 310545275040) satt.

4) p &r ett primtal och n > 3. Vi ska finna det storsta heltalet r sa att p” | (2:’) i fallen i)
Zn<p<n, i)n<p<2n

Losning:

Om %n <p<ngillerp<n<2p<2n < 3p (inte 2n = 3p, ty da vore p jamnt, alltsa p = 2
och n =3),s4 p|nl, p>{n!och p? | (2n)!, p3{ (2n)!, s p{ 512,72,' = (2: .
Omn < p < 2ngiller n < p < 2n < 2p, sa p f n! och p | (2n)!, p? 1 (2n)!, s
pl Gt G

Svar: i) r =0, ii) » = 1.

5) Vi skall avgora om det finns nagon graf med sex horn och valenser enligt i), ii) och iii).

Losning:

i) 1,2,24,45 : omdjligt, ty hornen med valenser 4,4,5 ger att alla
valenser utom hogst tva maste vara minst 3.

i) 2,3,3,3,4,5 : majligt, se figuren till hoger.

iii) 1,2,3,4,4,5 : omd&jligt, ty summan av valenserna ar 2 ganger
antalet kanter, dvs ett jamnt tal.




6) m ar ett udda heltal. Vi skall visa att m | 2™ — 1 for nagot av n=1,2,...,m

Losning:

Om inget av talen 2! — 1,22 —1,...,2™ — 1 vore delbart med m, skulle enligt postfacks-
principen minst tva av dem, 2° — 1 och 2 — 1 med 1 < s < t < m sig, ge samma rest vid
division med m (de mojliga resterna 1,2,...,m — 1 ar postfacken, de m st talen &r breven).
Det skulle medféra att m | (28 — 1) — (2° — 1) = 28 — 25 = 25(2¢=% — 1). Men m &r ett udda
tal, sd det give att m | 2875 — 1 och eftersom 1 < t — s < m motsiger det antagandet, s
saken ar klar. (Ais. Enligt Eulers sats ar 220™) =, 1, dvs m | (22("™) — 1) och 1 < ¢(m) < m.)

T ae€Sy: a(l)=3, a(2)=7, a(3)=1, a(4)=9, a(5)=38, a(6)=5, o(7)=4, a(8)=

6, a(9)=2. Vi soker a) a och a~! pa cykelform och b) ett o € Sy sd att ca = a~1o.

Losning:
a(l) =3,a(3) =1 ger en cykel (13), «(2) =7,a(7) =4,a(4) = 9,a(9) = 2 ger en cykel
(2749) och a(5)=8,a(8)=6,a(6)=>5 ger en cykel (586). Totalt a« = (13)(2749)(586) sa

~1=(31)(9472)(685).
Att oa = a0 #r ekvivalent med cao™! = a1
Men cac™! = (o(1)a(3))(0(2) o(7 ) (4)5(9))(c(5)o(8) a(6)). Vi kan t.ex. vilja o(1) =
3,0(2)=9,0(3)=1,0(4)=7,0(5)=6,0(6)=5,0(7)=4,0(8) =8,0(9) =2, dvs i cykelform

o=(1 )( 9)(47)(56).
Svar a: a = (13)(2749)(586), a~! = (31)(9472)(685),

b: (t.ex.) o0 =(13)(29)(47)(56).

8) G kan fargas med hogst k farger pa Pg(k) satt. Pa hur manga sitt med exakt 5 farger?

Losning:

Lat X vara méngden av fargningar med 5 givna farger (sa | X| = Pg(5)) och 4;,i =1,2,...,5
méngden av fargningar med de 5 firgerna som inte anvénder farg nr ¢ (sa |4;| = Pg(4)).
Fargningarna som anvander alla 5 fargerna ar de som ligger i X men inte i nagon av A;:na.
Det sokta antalet fas med sallprincipen:

XN (A UA U UA5)| = |X]| = (JAL| + A2+ -+ |As5]) + (JA1 N Ag| + A1 N As| +- -+
|A4ﬂA5|) — (‘Al ﬂAgﬁAg,‘ + |A1 ﬂAQﬁA4| +---+ |A3ﬁA4 ﬂA5|)+(|A1 ﬁAQﬂAgﬂA4| +
[AfNAsNAsNAs|+ -+ A2 NAsNAsNAs]) — [A1 N AN Az N Ay N Asl.

Antalet termer [A;, N Ay, N---N A | med j olika A;mn ar (?) och var och en av dem &r
antalet fargningar med hogst 5 — j farger, dvs Pg(b — j), sa antalet dr

Pe(5) = () Pa4) + (5) Pe(3) — (3) Pa(2) + () Po(1) = (3) Pa(0), dvs

Svar: Pg(5) — 5Pg(4) + 10P5(3) — 10P¢(2) 4+ 5Pc(1) — Pc(0)

9) Kanterna i K77 har fargats med tre farger. Vi ska visa att det finns en enfargad triangel.

Losning:

Som i exemplet i Biggs 10.1, men "ett steg till”.

Valj ett horn, vy sidg. Bland dess 16 kanter maste minst 6 ha samma farg, fo sig (" gener-
aliserade postfacksprincipen”, Biggs 10.1). Lat V' vara méngden av vg:s ” fo-grannar”. Om
nagon kant inom V' har farg fo ger den med tva kanter till vy en enfirgad triangel. Annars,
tag ett horn v1 1 V/, det har minst 5 grannar i V'’ och alla kanter till dessa har en av tva
farger. Det finns alltsa minst tre kanter (inom V”) fran v; med samma fiarg, fi sig. Lat V"
vara mangden av vy:s ” fi-grannar” i V'. Om nagon kant inom V" har farg fi ger den med
tva kanter till v; en enfirgad triangel, annars har alla kanter inom V" samma firg, men
[V"| > 3, sa i alla fallen finns en enfirgad triangel. Saken ar klar.

10) Vi skall visa att ¢(mn)d(d) = dp(m)p(n), dar ¢ dr Eulers ¢-funktion, om d = sgd(m, n).
Losning:

Lat P, vara mangden av primtal som delar n, dvs P, = {p; p primtal, p|n}. Da ar P, =
Py, U P, och, om d = sgd(m,n), Py = Py, N P,. Enligt kiind sats ir ¢(n) =n[[,p (1- %),
sa p(mn)p(d) = mn[l,ep,, (1= 3) dllep,(1—3) =dmnlep, (1= ) [pep,(1—3) =
dmn HpeP (1- %) [Lep, (1 - ) = d¢(m)p(n), ty varje p forekommer lika manga ganger
totalt i P,, U P, och P,, NP, Som i P, och P,. Saken ar klar.




