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Bonuspoing: Vid denna tenta dr det inte aktuellt med nagra bonuspoéng

Generellt giller att for full podng kriavs korrekta och vl presenterade resone-

mang.

DEL 1

1. (3p) Bestam hela tal n och m sadana att

314n +218Tm =1.

Losning: Vi kommer att utnyttja Euklides algoritm for bestdmmning av
sgd (314, 2187):

2187 = T7-314-11
314 = 29-11-5
11 = 2-5+1

Ur denna algoritm léser vi ut att

1=11-2-5=11-2(29-11-314) = —47-11+2-314 =

= —47(7-314 — 2187) + 2 314



och dérmed

1=47-2187 - 327-314 .
SVAR: Till exempel (n,m) = (—327,47).
. (3p) Los rekursionsekvationen

Qp = _San—l + 10an—2 ) ap = 5’ ar = —4.

Losning: Rekursionsekvationens karakteristiska ekvation
r? = —3r+10

har rétterna r = —5 och r = 2. Sa en allmén 16sning till ekvationen &r
an = A2" + B(—5)" .

Vi anpassar nu till begynnelsevéirdena vilka ger systemet

A + B = 5
2A - 5B = —4

som har 16sningen A = 3 och B = 2.
SVAR: a, =3-2" +2(-5")

. (3p) Lat ¢ och v beteckna nedanstaende tva permutationer pa méngden
{1,2,...,7}

e=(1234)(567), ¥=(13)(657)(42).
Bestdm en permutation « sadan att
PPy =9
Lésning: DA ¢® = (1 4 3 2) har inversen (12 3 4) och da ¢ = (1 3)(4 2)
far vi

v=(1234)(13)(42)=(1432).

(o) (1) ()

. (3p) Berékna



Losning: Enligt en kidnd rekursionsformel fér binomialkoefficienter far vi

(o) + () + () = () + ()= (o)

som ju kan beriknas pa foljande sétt

25 25 25-24-23
= = ——F=25-4-23=100-23 = 2300.
(22> (3) 2.3 5 3 00-23 300

SVAR: 2300.

5. (3p) Ge en forklaring till varfor varje graf som har minst en kant men som
saknar noder av valens ett maste ha minst en cykel.

L6sning: Varje triad har kanter av valens 1, sa grafen i fraga kan varken
vara ett triad eller en skog. Var och en av grafens komponenter maste da
ha en cykel.

DEL 11

6. (3p) Visa att om en graf G med n noder har kromatiska talet x(G) = n
s& maste antalet kanter i G vara minst lika med n(n — 1)/2.

Losning: Vi firgliagger grafens n noder i tur och ordning med Greedy
algoritmen. Eftersom alla n firger maste komma till anvandning sa maste
i varje steg en ny ej redan anvind firg anvéndas, ty annars skulle reste-
rande noder kunna firgas med egna firger och det skulle atga fiarre &n n
farger. Eftersom alltid en oanvénd firg maste anvidndas i varje steg vid
Greedy algoritmen ar varje nod granne med alla tidigare fargade noder. 1
slutdndan innebér detta att varje par av noder &dr grannar med varandra.
Det finns totalt (%) stycken par.

7. (4p) En klass bestaende av 11 flickor och 13 pojkar skall stilla upp sig
i fyra lika langa led. Hur manga olika sadana leduppstillningar kan man
bilda om ett krav &r att varje led skall innehalla minst en pojke och minst
en flicka. (Obs: Leden ér inte etiketterade, men varje led har en bestdmd
riktning, dvs nagon star forst resp sist.)

Losning: Leden ar oetiketterade, men det finns 3! = 6 olika sétt att sétta
etiketter pa leden, sa i syfte att férenkla berdkningarna utgar vi ifran att
leden &r etiketterade och delar sedan det svar vi da far med 6. Vi kallar
leden for led 1, led 2, led 3 och led 4.



Totalt, utan kravet att varje led skall innehala minst en flicka och minst
en pojke sa finns det, eftersom leden ér lika langa, dvs av ldngd 6,

24
6,6,6,6

olika sétt att viilja medlemmar till de olika (obs etiketterade) leden. An-
talet séitt att ordna varje led ¥ 6!, sa utan nagra krav pa delika langa ledn
finns det

6.6-6.6-( 24
6.6.6,6

olika leduppstéllningar.

Vi anvédnder nu principen om inklusion exklusion for att berdkna hur
manga led som inte duger.

Lat A; beteckna de leduppstéllningar néir led nummer 4 saknar en pojke
och B; de leduppstéllningar nér led nummer i saknar en flicka.

Vi finner att

m4=m411 18 ) |B”:&413 18
6)\6,6,6 6 )\6,6,6

ddr den forsta faktorn ger antalet siitt att vélja 6 flickor (resp pojkar)
tillled nummer 4. Med totalt bara 11 flickr kan vi inte ha tva led som bara
bestar av flickor, sa

Men eftersom det totalt finns 13 pojkar har vi

13 12
B;NB;| =6
Bl =ot( ) (o5)

sétt att skapa leden i och j bestaende av bara pojkar. Brist pa pojkar gor
att vi ej kan skapa tre led med enbart flickor. Varje led maste innehalla
flickor och/eller pojkar, men led ¢ kan bestaav bara pojkar och led j av
bara flickor. Vi far att antalet mdéjligeher for detta ar

11\ /13\ [/ 12
B,NA;|=6" .
=0 () (5')

En sista mojlighet finns kavar att betrakta, tva rena pojkled och ett rent
flickled:

11\ /13
A,NB;,NB| =6 )
40 550 Bl (6)(&6)



Formeln for inklusion exklusion ger nu
SVAR:

w{o0.0) () (o) * (5) aio)
(2) (o) (o) + () () () (6) - () (6) (o)

. (4p) Bestém antalet ekvivalensrelationer pa méngden {1,2,...,6} som har
egenskapen att elementen 1 och 2 hamnar i olika ekvivalensklasser.

Losning: Varje ekvivalens relation pa en miangd M svarar entydigt mot en
partition av M i parvis disjunkta ekvivalensklasser. Vi vet att antalet sétt
att dela in en méngd med n element i k stycken icketomma delméngder
ges av Stirlingtalet S(n, k). Sa antalet ekvivalensrelationer pa en méingd
med 6 element blir da lika med

a=S(6,1)+ S(6,2) + S(6,3) + S(6,4) + S(6,5) + S(6,6) .

I kravspecifiktionen i uppgiften antas att 1 och 2 skall tillhora olika ekvi-
valensklasser. Sa svaret ges alltsa av a — b dar b dr antalet ekvivalensrela-
tioner déir 1 och 2 hamnar i samma ekvivalensklass. Vi later alltsa dessa
tva element halla ihop, och kan betrakta dem som en enhet. Talet b ges
nu av summan av antalet sétt att dela in méngden {12,3,4,5,6} i k olika
delméngder, for k =1,2,3,4,5, dvs

b=S(5,1)+ S(5,2) + S(5,3) + S(5,4) + S(5,5) .

. Vi anvéinder nu rekursionen S(n, k) = S(n—1,k— 1)+ kS(n—1,k), och
finner att

5(3,2) = S(2,1)+25(2,2)=1+2=
S(4,2) = S(3,1)+25(3,2) =1+2-3=7
5(4,3) = 5(3,2)+35(3,3)=3+3-1=6
5(5,2) = S(4,1)+29(4,2)=1+2-7=15
5(5,3) = S(4,2)+359(4,3)=7+3-6=25
S(5,4) = S(4,3)+45(4,4)=6+4-1=10
5(6,2) = S(5,1)+29(5,2)=1+2-15=31
5(6,3) = S(5,2)+35(5,3) =15+ 3-25 = 90
5(6,4) = S(5,3)+45(5,4) =25+ 4-10 = 65
5(6,5) = S(5,4)+59(5,5)=10+5-1=15

Eftersom S(n,1) = S(n,n) = 1 far vi nu svaret
SVAR: 1+314+90+65+154+1—(1+15+25+10+ 1) = 151.




DEL III

Om du i denna del anvander eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa
citeras, ej nédvéandigvis ordagrant, diar de anvénds i l6sningen.

9.

(a)

(2p) Bestdm antalet 16sningar till ekvationen 22 = 1 i ringen Z;gg0.

Losning: Eftersom 1800 = 283252 s4, enligt kinesiska restsatsen, och
det som hor dartill, ges antalet 16sningar till den givan ekvationen av
antalet 3-tipplar (x1,z2,z3) sadana att

22 = 1 (mod38),
3 = 1 (mod9),
72 = 1 (mod 25).

Inspektion ger att den forsta kongruensen har losningarna z; =
41,43, dvs fyra olika l6sningar, medan de bdgge andra kongruen-
serna endast har l6sningarna xo = +1 och x3 = +1. Saledes
SVAR:4-2-2=28.

(3p) Lat n vara ett positivt heltal. Hérled ett uttryck for antalet
rotter till ekvationen 22 = 1 i ringen Z,,.

Losning: Inspirerade av foregaende uppgift under soker vi nu antalet
16sningar till ekvationen 2 = 1 i ringar Zy. dér p &r ett primtal.
Fall 1: p > 3. Eftersom 22 = 1 alltid ekvivalent kan uttryckas som
att (z — 1)(z + 1) = 0 har vi att

?=1 (modpf) & (z—1)(z+1)=0 (modp®) . (1)

Detta ar ekvivalent med att om r faktorer av p dyker upp i en prim-
talsfaktorisering av (z — 1) sa maste minst s = k — r faktorer av p
dyka upp i en primtalsfaktorisering av (x + 1).

Fallet s = 0 ger att » = k och p* delar (z — 1) eller equivalent att

=1 (mod p~).
Fallet » = 0 ger att s = k somliksom ovan medfor att
z=-1 (mod p").

Om nu s # 0 och r # 0, sa har vi att primtalet p delar bade (z — 1)
och (z + 1) och kommer da ocksa att dela summan av (z — 1) och
(x 4 1) varfor p® maste dela talet 2. Orimligt om p > 3 (eller p = 2
och det minsta av talen s och r &r storre &n 1), fallet p = 2 behandlas

nedan).

2 = 1 bara tva

Slutsatsen dr att om p > 3 sa har ekvationen x
16sningar i ringen Z.
Nu till fallet p = 2. Vi har givetvis losningarna z = +1, men ocksa

mojligheten tilllosningar i fallet s =1 och r =k — 1, resp r = 1 och



s = k — 1. Vi undersoker nu dessa fall. Och jovisst, om 2¢~1 delar
(x —1) och 0 < (x — 1) < 2% s& har vi att z = 2¥ + 1 &r den enda
mojligheten, och eftersom det da géller att 2 delar x 4+ 1 har vi att

(x—1)(x+1)=C2"12=C2"

for nagon konstant C, dvs x = 2¥~! 4+ 1 #r en losning till 22
ringen Zyr for k > 2. Likaledes x = 2¥~! — 1 léser ekvationen
i ringen Zox.

=1i
=1
Slutsatsen &r att i alla ringar Zor, dir k > 2, har ekvationen z2 =1
precis fyra olika losningar.

Nu tillslut betraktar vi ringen Z,, dir n = 2™II'_,p!" och pa, p3, ...,
p¢ dr olika primtal skilda fran primtalet 2. Eftersom Zyx har bar en
16sning till ekvationen 22 = 1 i fallet £ = 1, med hjilp av kinesiska
restsatsen att

SVAR: Om n = 2™II}_,p!"" sa #r antalet 16sningar i ringen Z,, till
ekvationen 22 = 1 lika med 2¢~! om ny < 1 och lika med 4-2¢~1, dvs
2t+1 om nq > 1.

10. (_5p) Lat G beteckna den komplementira grafen till grafen G, dvs G och
G har samma nodméingd och det finns en kant mellan noderna v och w i
G om och endast om det saknas en kant mellan v och u i G. Lat x(G) och

X(G) beteckna kromatiska talen fér graferna G respektive G.

Visa att om G har n noder sa giller att

X(G)+x(G)<n+1.

Losning: Vi anvédnder oss av ett induktionsbevis &ver antalet noder.
Pastaendet sjilvklart sant nir n = 1.

Betrakta en graf G med n noder och antag att pastaendet &r sant for
alla grafer med farre &n n noder. Lat vara v vara en av noderna i G och
betrakta grafen G’ som erhalles fran G genom att noden v och alla kanter
fran v har eliminerats.

Vi kan nu antaga att noderna i grafen G’ har farglagts med a olika firger
och noderna i komplementet till denna graf, grafen G’, med b farger, dar

a+b<n.

Om vi nu har n+ 1 farger till forfogande kan vi nu ledigt fargldgga noden
med samma firg, en firg som ej anviints vare sig i G’ eller dess komplement
G'. Ingen granne till noden v, vare sig i G eller i G kommer att ha samma
farg som noden v.



