(Diskret matte D, ht17: F21, den sista, fr 13 okt 2017)

Nagra problem (de flesta gamla tentauppgifter) som repetition:

1. Hur manga ytor kan en reguljér, eulersk, enkel, plan graf med v horn dela
in planet i?

Om grafen ar k-reguljar kan k vara 0, 2 eller 4 (jamnt, ty eulersk graf, inte > 6, ty

varje plandr graf har minst ett horn med valens < 5).

k = 0: isolerade hérn, sa r =1,

k = 2: Cy, ty bara en komponent i en eulersk graf utan isolerade horn, sa r = 2,

k=4: e = 2v (eftersom ), () = 2|E|), sa Eulers formel (plan, sammanhéngande

graf) gerv —2v+r=2,sar =2+ wv.

Svar: Mgjliga antal ytor ar 1, 2 och 2 4 v.

2. De 52 korten i en kortlek delas upp i 13 hogar med 4 kort i varje. Visa att
man kan dra ett kort slumpmassigt ur den forsta hogen och komplettera med
ett kort var ur de 6vriga hogarna, sa att man far kort med 13 olika valorer.

Lat G = (X UY, E) med X = {de 12 aterstaende hogarna}, Y = {de 12 aterstaende
valorerna} och kanter fran varje hog till dess ingéende valorer i Y.

k st av hogarna i X innehaller minst k av valérerna i Y (4k kort, varav hogst 3 av
den redan dragna valoren). Halls sats ger pastaendet. Saken &ar klar.

3. Minns att fibonaccitalen {F),},cn definieras rekursivt av Fyp = 0, F; = 1
och F, .o = F,y1 + F, forn e N.
Visa att sgd(Frn, Fr) = Figd(m,n) for alla m,n € N.

Induktion éver m > n. Om m = n eller n = 0 ar pastaendet uppenbart.

Lat m >n > 0. (F;;:I Ff:il) (T =TT ()" (x visas med induktion),
S& Frn = FroenFrg1 + Frnen—1Fn. Det ger sgd(Fm, Fr) = sgd(Fm—n, Fn)

(ty sgd(Fhni1, Fr) = 1, visas med induktion).

Induktionsantagandet (underforstatt) ger sgd(Fm—n, Fn) = Faga(m—n,n) = Figd(m,n)-

4. Definiera den bindra operationen o pa Z enligt mon = m +n + 3 for
m,n € Z. Visa att (Z, o) ar en grupp och att den ar isomorf med (Z, +).

Definitionen av o ger att (m + 3) + (n + 3) = mon + 3. Definiera a : Z — Z enligt
a(n) = n+ 3. « #r en bijektion (ty den har en invers, given av o '(n) = n — 3)
och enligt ovan géller a(m on) = a(m) + a(n). Det betyder att (Z,0) har samma
struktur som (Z,+) (speciellt ir den en grupp, med identitet (nolla) a™*(0) = —3
och inversen till n given av o' (—a(n)) = o ' (—n+3) = —(n+3) =3 = —n—6 och
« ar en isomorfi mellan grupperna.

Saken ar klar, en isomorfi (Z,0) — (Z,+) ges av a(n) = n + 3.

(Man kan forstas ocksa verifiera gruppaxiomen for (Z, o) direkt.)

5. Lat H, K vara delgrupper till en éndlig grupp G. Om |H| och |K| &r
relativt prima och a, b € G, vilka vérden ar majliga for |aH NOK|?

aH NbK kan vara tom (t.ex. om H = {1} och a ¢ bK).

Om ¢ € aH NbK ar aH = cH och bK = cK, ty (vénster)sidoklasser &r identiska
eller disjunkta. Men cH NcK = ¢(H N K) (ty g — cg ar injektiv i en grupp). Om
g € HN K giller g € H, K, sa o(g) | |H|, |K| och alltsa o(g) | sgd(|H|,|K]|) = 1,
sd o(g) = 1,dvs g = 1 och |[HNK| = 1. Det ger aH NbK = {c-1} = {c}, sa
laH NbK| =11 det fallet.

Svar: |aH N bK| kan vara 0 eller 1 om sgd(|H|, |K|) = 1.

6. Visa att i en ring (R, +, ) dar -2 = z for alla x € R, &r x + 2 = 0 for alla
r € R.

For ett godtyckligt a € R géller a-a = a och (a+a) - (a+a) = a+ a. Med axiom for
en ring (distributivitet) fas (a +a) - (a+a) =(a+a)-a+ (a+a)-a=
=(a-a+a-a)+(a-a+a-a)=(a+a)+ (a+a) =a+a. Eftersom (R,+) ar en
grupp ger detta att a + a = 0 for ett godtyckligt a € R. Saken ar klar.
(Dessutom foljer det att R ar kommutativ, ty for alla a,b € R: a+b=(a+b)-(a+b) =
=...=a+a-b+b-a+b=>a-b+b-a=0=a b+ a-b (enligt ovan) etc.)



7. Lat p och ¢ vara primtal sadana att ¢ | 2P — 1. Visa att ¢ > p.

q | 27 — 1 betyder att 22 =11 Zg, dvs 0o(2) = p i Zq (p ar ju ett primtal och o(2) # 1).
Men (Zq ~ {0},-) &r en grupp av ordning ¢ — 1, sd p | ¢—1(> 0) sd ¢ — 1 > p dvs
q>p. Saken ar klar.

Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). For varje (typ av) symmetrirotation g:

typ av g:s permutation antal | (g)]
g av ikosaederns kanter  sadana g = jantalet cykler
id [1%9] 1 kO
rot hh + 2% 5] 12 k°
rot hh + 4% [59] 12 K®
rot kk [12 2] 15 't
rot ss + ¢ [310] 20 k1O

("rot zxzv”: rotation vinkeln v kring en axel genom ikosaederns och sidors(s),
kanters(k) eller horns(h) medelpunkter.)

|F'(g)|: antalet g-invarianta (dvs samma firg pa alla kanter i samma cykel) fargningar.
Lemmat ger antalet fargningar: ﬁ Yogec [F(9)] = o= (k> + 15k" + 20k"° + 24K°).

Svar: Det sokta antalet ar 6—10 k30 + 15k 4+ 20K° + 24k:6).

(k = 2 ger antalet olika fargningar med tva farger: 17912 448.)

9a. Faktorisera f(x) = ' + 222 + z + 2 € Zs[z] i irreducibla faktorer.

8. Hur manga vésentligt olika fargningar med hogst k farger av kanterna i
en ikosaeder finns det?

b. I kroppen F' = {bja + by | by,b1 € Zs}, med g(a) = 0 {or ett lampligt
andragradspolynom ¢g(z), ar alla irreducibla faktorer till f(x) (betraktat som ett
element i F[z]) av forsta graden. Finn ett sadant g(x) och en generator for F's

multiplikativa grupp (£~ {0}, ).

(Gjordes inte pé foreldsningen.)

f(z) = x* 4+ 22 + = + 2 har enligt faktorsatsen en forstagradsfaktor precis om det har
ett nollstélle. f(0) =2, men f(1) =0, sa f(x) ar delbart med = — 1 = =+ 2. Division
ger att f(z) = (z+2)p(x) med p(z) = z° +2° +1. Vi soker pa samma sitt nollstillen
till o(z). ((0) # 0 eftersom f(0) # 0 och) p(1) = 0, s& p(z) = (z + 2)¢¥(z), dar
division ger ¥(z) = 22 4+ 2z +2. (1) = 2,9(2) = 1, sa o(z) saknar forstagradsfaktor
och ar alltsé (eftersom det &r av grad < 3) irreducibelt (liksom x + 2).

For att ¢(x) skall kunna faktoriseras maste det ha ett nollstille, sa vi véljer g(z) =
224+ 2242 Dadsri Fa®+2a+2=0,s4ac>=a+1 Gruppen (F~ {0},")
har ordning 8, sa dess element har ordning 1, 2, 4 eller 8. Generatorer ar precis de
som har ordning 8, si 8 € F ~ {0} ér en generator omm B8* # 1. a* = (a +1)* =
a?+2a+1=a+1+2a+1=2%#1,sd a &r en generator.

Svar a: f(x) = (x + 2)*(x® 4 2x + 2), b: Med g(z) = x> + 2z + 2 4r o en
generator.

(Division av g(z) med ¢ — a = x4 2 ger f(x) = (x4 2)%(z +20)(z +a+2) i Flz].)

10. Finn en kontrollmatris H for en linjar binar kod C som rattar ett fel,
|C] =16 och 1011010, 1100010 € C.

(Gjordes inte pé foreldsningen.)

C har tydligen langd 7 och dimension 4 (16 = 24), sa H:s rang skall vara 3.

Vi tar alltsa H som en 3 x 7-matris (C blir en Hammingkod). o

1011010 € C ger att summan av kolonnerna 1, 3, 4 och 6 ar 0 = [0].

1100010 € C ger att summan av kolonnerna 1, 2 och 6 ar O. 0

Sa (summan av 3 och 4)=(summan av 1 och 6)=kolonn 2 (alla olika) och 5 och 7 far

vara de tva lediga nollskilda kolonnerna (for att koden skall ratta ett fel), t.ex.
Svar: Man kan ta H = [(1)(1)8(1)(1)1%].
0011101

med



11. Finn det minsta talet e > 100 sadant att (1189,¢) kan anvéndas som
krypteringsnyckel i ett RSA-system. Finn ocksa ett tal d, sa att (1189,d) ar
en motsvarande dekrypteringsnyckel. [1189 = 29 - 41]

(Gjordes inte pa foreldsningen.)

n = 1189 = 29 -41 ger m = 28 -40 = 2°.5.7 = 1120. Villkoret pa e #r da
sgd(1120, e) = 1, vilket inte ar uppfyllt for e = 100, men vil for e = 101 (primtal).
Ett motsvarande d uppfyller e - d =1120 1 och fas med Euklides algoritm:
1120=101-11+4+9; 101 =9-1142;9=2-4+1,s41=9—-4-(101 —11-9) =
=—4-101+45-(1120 — 11 -101) = 451120 — 499 - 101 = (45 — 101) - 1120+
+(1120 —499) - 101 = 621 - 101 — 56 - 1120. Vi kan vélja d = 621.

Svar: e = 101, d = 621.

(F6r att finna alla anvéndbara d: z°¢ =,, z allaz < (p—1),(g—1) | (e - d — 1)
(kinesiska restsatsen, grupperna (Z, \. {0}, -) &r cykliska fér p primtal) < mgm(p—1,¢—1) |
(e-d—1),88d=e""1iZmgmp-1,g-1)- 1 vart fall: d = 1017" = 61 i Zaso, s alla
mojliga varden: d = 61 + 280n, n € N.)



