(Diskret matte D, ht17: F14, on 27 sep 2017)

Modular aritmetik
=y (modm), eller =,y
betyder m|(x — y) och ldses "z &r kongruent med y modulo m”.
Mangden av alla heltal, Z, delas in i m st klasser av kongruenta tal:
(0], = {0, £m, £2m, ...},
1]y ={1,£+m+1,£2m+1,...},

m—1],, ={-1,+m —1,£2m —1,... }.
Méngden av dessa ("heltalen modulo m”): Z,, = {[0]m, [1]m, .-, [m — 1]}
Sats: x1 =, T2, Y1 = Y2 = T+ Y1 = T2+ Y2, T1Y1 =p T2
Sa vi kan definiera + och - pa Z,,:
[a]m © [b]m = [a © b]m for o=+,

Vi skriver oftast Z,, = {0,1,...,m — 1} och réknar + och - "som vanligt men
med rest mod m”.

Definition: r € Z,, ar inverterbart omm det finns ¢ € Z,, med rx = 11
Z,. Detta z kallas v~ !, r:s invers.

re =11 Zy, omm rx — km = 1 for ndgot k € Z, sa r~! kan bestimmas med
Euklides algoritm.

Sats: r € Z,, ér inverterbart omm sgd(r,m) =1 (i Z).
Linjara kongruenser = linjara ekvationer i Z,,:

ar=b (modm) < ar=0>biZ, < ax—km =>b {or nagot k € Z,
sa ekvationen ar losbar omm d = sgd(a, m) | b.
Da finns d olika 16sningar (mod m), dvs d olika lésningar i Z,,.

ar =ay (mod m) < z =y (mod m)om sgd(a,m)=1
ar = ay (mod an) < x =y (mod n)

aty = ax #y (mod an).



Kongruenser med flera moduler:

Lat mq,...,my € N, sgd(m;,m;) =1 om i # j och funktionen

F:Z — Zpy X ... X Ly, ges av F(a) = ([a]my, - - -, [a]m, ). Da géller
F(a)=F(0) & a=,b m=mq...my,

sa funktionen f: Z,, — Zy, X ... X L, given av f([a]m) = ([a]my,-- - [@]m,)

ar (véldefinierad och) injektiv.

\ZLn)| = Ly X ... X Ly, |, s& f &r surjektiv.
Det galler
f(la+8lm) = ([almy + [Blmys - - [@]my + [Bmi) = F([a]m) + F([b]m)
f([ab]m) = ([a]my O]mys - - [a]my [D]mic) = f([alm) ([0]m)

(komponentvisa operationer i HL), dvs f &r en isomorfi.

Det ger
S adms - laklmg) = 11 + -+ + Year]m,
. _ 1 1=y
= 1 : : ) —
dar y; = f (0,0,...,1,...,0) (1i pos. i), dvs [yz]m]. {O i
Kinesiska restsatsen: Om my,...,my; € {2,3,...} och sgd(m;,m;) =1 da
1 # j, har systemet
T =m A1
T =m, A2
;L‘Emk Qg
for alla aq,...,a; € Z en losning, unik mod m = my ... my,

T =m a1+ -+ Yrag

for vissa yi, ..., yr, oberoende av aq, ..., a.

Eulers sats, Fermats lilla sats

U,,: mangden av inverterbara element i Z,,.
v,y €U, = zy,z €U,
Ul =o(m)={x € Z|1<xz<m, sgdx,m) =1}
¢ kallas Eulers ¢ -funktion.
Sats: y € U,, = y®™ =117,

dvs uttryckt i Z (Eulers sats): sgd(y,m) = 1 = y?™ =, 1.
Speciellt om p primtal: y # 0= y?~! =1iZ,,

dvs i Z (Fermats lilla sats): pty = y?' =, 1,

say?P =y, allay€Z, och y? =, y, allay € Z.



(Zan =+, ) ~ (Zm X Ly + ) om sgd(m, ’I’L) =1,

T =Y

ty T=nhny <= { .
r=nlY

ger
[+ Zopn —> Ly X Lo,
F([@]mn) = ([&]m, [T]n)-

f dr 1-1 och (saledes) pa (dvs en bijektion).

Dessutom galler

fla+b) = f(a) + f(b), f(a-b) = f(a)- f(b),

(komponentvisa operationer i L) sa f ar en isomorfi.

Exempel (m =3, n=>5):

0 — (0,0) 5 — (2,0) 10 — (1,0)
1 (1,1) 6 — (0,1) 11 — (2,1)
2 — (2,2) 7 — (1,2) 12 — (0,2)
3 — (0,3) 8 — (2,3) 13 — (1,3)
4+ (1,4) 9 — (0,4) 14 — (2,4)

(2,3), f(11) = (2,1) och

(2,3)+(2,1) = (1,4) :f<4) 1Z3 X Z5, sa 8+ 11 :41Z15
(2,3)-(2,1) = (1,3) = f(13) i Zy x Zs, s& 8 - 11 = 13 1 Z15
(2,3)7L = (271,371) = (2,2) = f(2) i Z3 x Zs, & 871 = 21 Zy5

T —5 7s X Zs

oL

Zl5 <— Zg X Z5
-1

o=+, eller !

F(10) = (1,0), £(6) = (0,1) si f(a-10+b-6) = ([as. [t]s) och

F~'((a,b)) = [ay, + by2]15, y1 =10, yo = 6.



