
(Diskret matte D, ht17: F7, må 11 sep 2017)

Linjär rekursionsekvation med konstanta koefficienter,

an+k = ck−1an+k−1 + · · ·+ c0an + f(n), n = 0, 1, . . .

där {ck−1, . . . c0} är givna konstanter och f(n) en given funktion.

Sökt är följden {an}∞n=0.

Homogen ekvation (f(n) = 0, alla n), allmän lösning:

an = P1(n)r1
n + · · ·+ Pj(n)rj

n

r1, . . . , rj de olika rötterna till karakteristiska ekvationen

xk − ck−1x
k−1 − · · · − c0 = 0

med multipliciteter m1, . . . ,mj,
Pi(n) godtyckliga polynom av grad ≤ mi − 1, i = 1, . . . , j.

Inhomogen ekvation
an = ahom

n + apart
n ,

ahom
n : den allmänna lösningen till den homogena ekvationen enligt ovan

apart
n : en lösning (”partikulärlösning”) till den inhomogena ekvationen. Den

f̊as ofta med hjälp av en ansats (dvs en ”beg̊avad gissning”).

Om f(n) är ett polynom, av formen αn (α konstant) [speciellt eiωn (ω konstant)

(s̊a, med Re, Im, cos(ωn), sin(ωn))] eller en produkt av s̊adana, kan man ansätta

en lösning av samma form, med koefficienter som bestäms genom insättning i ek-

vationen. Om en s̊adan funktion löser den homogena ekvationen m̊aste ansatsen

multipliceras med en potens av n.

Metoden att lösa linjära rekursionsekvationer med konstanta koefficienter är
allts̊a mycket lik den för att lösa linjära differentialekvationer med konstanta
koefficienter, rn här motsvarar eλx där.

Som ett exempel betraktade vi fibonaccitalen (Fn)∞n=0 som definieras av{
F0 = 0, F1 = 1

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n = 0, 1, . . . ,

s̊a Fn = 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . för n = 0, 1, 2, 3, . . . De ges av

Fn =
1√
5

(
(
1 +
√

5

2
)n − (

1−
√

5

2
)n

)
, för n = 0, 1, 2, . . .

(Hur hänger de ihop med spelet ”Fibonacci-nim”? Finns beskrivet p̊a internet.)

I ett annat exempel införde vi den genererande funktionen

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

(egentligen en formell summa, inte en funktion, man behöver inte tänka p̊a om summan är konvergent)

och formulerade rekursionsekvationen för an som en (enkel) ekvation för f(x),
vars lösning gav alla an.



”Mästarsatsen”

Om

{
T (n) = aT (n

b
) + F (n)

T (1) = d

s̊a
1) om F (n) växer l̊angsammare än nlogb a: T (n) ∈ Θ(nlogb a)
2) om F (n) ∈ Θ(nlogb a): T (n) ∈ Θ(nlogb a log n)
3) om F (n) växer snabbare än nlogb a: T (n) ∈ Θ(F (n))

(Mer exakt förutsätts att a ≥ 1, b > 1, F (n) ≥ 0 i alla fallen.
I fall 1 krävs F (n) ∈ O(nc) för ett c < logb a,
i fall 2 kan man ha F (n) ∈ Θ(nlogb a(logn)m) för ett m ≥ 0 och f̊ar d̊a T (n) ∈ Θ(nlogb a(logn)m+1),
i fall 3 krävs F (n) ∈ Ω(nc) för ett c > logb a och att aF (n

b
) ≤ C F (n) för stora n och ett C < 1.)

[f(n) ∈ Θ(g(n)) (d̊a n→∞) betyder att f och g ”växer lika snabbt”, dvs:

Det finns N, A, B > 0 s̊a att A|g(n)| < |f(n)| < B|g(n)|, för alla n > N ,

dvs att f(n) ∈ O(g(n)) och g(n) ∈ O(f(n)).

f(n) = Ω(g(n)) betyder att det finns N, A > 0 s̊a att |f(n)| > A|g(n)|, för alla

n > N , dvs att g(n) ∈ O(f(n)).]


