(Diskret matte D, ht16: F8, ti 13 sep 2016)

Nagot om heltalen, Z = {...,—1,0,1,2,...}
Sats (division med rest): Om a,b € Z, b # 0, finns entydiga ¢, € Z med

a=>bg+roch0<r<]|bl.
Talet ¢ kallas kvoten av a och b, r kallas (den principala) resten.

(r ar det minsta talet som &r > 0 och kan skrivas a — by, y € Z).
Man kan ocksa visa att motsvarande géller for polynom (med rationella, reella eller
komplexa koefficienter), dér resten r(z):s grad <divisorn b(z):s grad och for gaussiska
heltal (komplexa tal m +in (m,n € Z)), dir |r|> < [b]*.

Om talbaser, att skriva ett naturligt tal i bas ¢, dar ¢t > 2:

Satsen ovan ger att vi for ett godtyckligt naturligt tal = far

z = tqo + 1o
q0 =tq +nr
: 0<r <t
n—-1 = lqn + Tn, qn = 0 (géller for nagot n)
och darur

e=((..((rat +rp_))t+rpo)t+ -+ 1)t + 1)t + 19
= Pt " et At g,
dvs x uttryckt i bas ¢t r x = (rprp_1...727170);-

Definition: Om d, m € Z betyder "d delar m”, ”d ar en delare till m”, "m
dr en multipel av d” osv, med symboler d | m, att det finns ett ¢ € Z sa att
m = dq (dvs (om d # 0) att division av m med d ger rest 0).

Definition: Ett primtal ar ett heltal p > 1 som bara har delarna +1, +p.

Definition: Om m,n € Z &r en stérsta gemensam delare, sgd (eng. ged),
till m och n ett d € Z sadant att

1) d ’ m, d ‘ n gemensam delare
i) c|lmycln=cld storst”
111) d > 0 ger (visar det sig) entydighet

(Boken har ¢ | m,c | n = c < distéllet for ii), iii). Det ger samma resultat, utom da m =n =0.)

Sats: For alla m,n € Z (enligt boken: utom m = n = 0) finns en entydig storsta
gemensam delare d = sgd(m,n) och d = am + bn for nagra a,b € Z.

m och n har samma gemensamma delare som n och m — ng, g € 7Z, sa
sgd(m,n) = sgd(n,m — nq). Genom att upprepa det kommer man till
sgd(d,0) = d, sa d,a,b fas med Euklides algoritm (n > 0)

(sgd(m,n) = sgd(n, m) = sgd(£m, £n).)

m=mnqg +n7 0<ri1<n
n =riqs + 19 0<ro<r

T1 =T9q3 + T3 0<r3<ry )
) vilket ger sgd(m,n) = rg_1.

Tp—3 = Tp—2Gr—1+Tp—1 0 <711 <Tp_2
Tk—2 = Tg—1qx + 0

Nast sista ekvationen ger d = rj_; uttryckt i r,_o och ry_3, ri_o uttrycks med
ekvationen fore i r;_3 och r,_4 etc, slutligen d = am + bn for nagra a,b € Z.



Foljdsats: Om d,m,n € Z, d | mn och sgd(d,m) =1sad | n.
(Om sgd(d,m) = 1 ségs d och m vara relativt prima.)

Definition: (“dual” till sgd) Om m,n € Z ar en minsta gemensam multipel,
mgm (eng. lem), till m och n ett g € Z sa att
Hm|g,nlg ii)ym|hn|h=g|h iii) g > 0

Sats (nimndes kort F8): For alla m,n € Z finns mgm(m,n) entydigt och

mgm(m,n) - sgd(m,n) = |m-n

Den linjara diofantiska (dvs vi séker heltalslosningar z,y) ekvationen
mx+ny =c m, n, c heltal

ar losbar omm sgd(m,n) | c.

Om villkoret &r uppfyllt, inte m = n = 0, och d = sgd(m,n) = am + bn med

r=g5a+ 5k

a'Td pez.

a,b € Z ges alla losningar till ekvationen av

Den ”"normala” metoden for att 16sa en sadan ekvation ar att gora som i beviset for satsen, dvs
bestdmma sgd(m,n) = d (med Euklides algoritm), dividera ekvationen med d, uttrycka 1 som en
linjdrkombination av (den nya) ekvationens koefficienter och multiplicera med dess hogerled for att
fa en heltalslosning. Eulers metod (inte behandlad i boken) tar med hogerledet fran borjan och
leder i allménhet till mindre tal i den férsta losningen.

Ség t.ex. att vi soker alla heltalslosningar till ekvationen 108z + 33y = 78.

Euklides algoritm: 108 =33-349, 33=9-3+6, 9=6-1+3, 6 =3-240, sa d = sgd(108,33) = 3.
Division med d ger den ekvivalenta ekvationen 36z + 11y = 26, dar sgd(36,11) = 1.

”Normala” metoden:

Fran ovan: 36 =11-3+3, 11 =3-3+2,3=2-1+1, (2=1-2+ 0) och "bakldnges” ger det
1=3-2=3-(11-3-3)=-11+4-3=-11+4(36—-3-11) =4-36— 13- 11.

Multiplikation med 26 ger att wo = 4 - 26 = 104, yo = (—13) - 26 = —338 16ser ekvationen.

Om z, y léser ekvationen blir 36(z —zo) +11(y —yo) = 26 —26 = 0, sa 36(x —x0) = —11(y —yo) och
11| (x — zo) (ty sgd(11,36) = 1), x = zo + 11k, k ett heltal. Det ger y — yo = —36k och inséttning
visar att dessa x,y ocksa loser ekvationen for alla heltal k.

Eulers metod:

Los ut den obekanta med (till beloppet) lagst koefficient: y = % — 316—1"” =2-3z+ 4;?”.

4;5’“: ar heltal, sa omm =z, z heltal med 3z + 11z = 4, dvs

T = % - “TZ =1-32+ 1;2z, sa omm z,u = IEQZ heltal, dvs omm z,u ar heltal med 2z + 3u =1,

xz,y ar en heltalslosning omm x och z =

dvs z = —u + I’T“, sa omm u, k = % heltal, sa u = 1 — 2k, dar k ar ett godtyckligt heltal.
Insittning ger z = —(1 — 2k) + =028 = 1 4 3k, o = 1 - 3(—1+3k) + 2530 — 5 114
och y =2 —3(5 — 11k) + =201 — 14 4 36k,

Béada metoderna ger samma 16sningar (med olika k, knormal = —Kkguler — 9).

Aritmetikens fundamentalsats:

Varje heltal > 1 kan pa ett entydigt (bortsett fran ordningen) sétt uttryckas
som en produkt av primtal. (1 &r ”den tomma produkten”.)

Beviset for satsen bygger pa mdojligheten till division med en rest som &r ”mindre” &n
divisorn. Det gor att motsvarande sats om entydig (néstan) faktorisering galler ocksa for
polynom och gaussiska heltal (faktoriseringarna kan har skilja sig at dels vad géller ordningen
och dels faktorer som &r konstanter respektive 1,4, —1, —i).

Om m =p*...pF,n= pﬁl .. .p}i’“ ar (hanns inte F8)
min(s1,t1) min(sg,tx) max(s1,t1) pmax(sk,tk)

sgd(m,n) = p; Dy och mgm(m, n) = p;



