(Diskret matte D, ht13: F25, ti 26 nov 2013)

Delbarhet i F[x]
g(x)| f(x) betyder f(x)=g(z)h(z), for nagot h(z) € F|x]
Om a(x),b(x) € F[z] och

i) d(z)]a(z), d(z)|b(x)

it) c(z)]a(z), c(x)[b(r) = c(z)|d(z)

i1i) d(z) & monadiskt, dvs hogstagradskoefficienten &ar 1

kallas d(z) en (monadisk) storsta gemensam delare till a(z) och b(z),
d(x) = sgd(a(x), b(x)).

(Alla d(z) som uppfyller i) och ii) kan kallas storsta gemensamma delare, da inte entydiga.)
Sats: For a(x),b(z) € F[z], existerar d(z) = sgd(a(z), b(x)) entydigt och
d(z) = Mx)a(z) + p(x)b(z), for nagra A(z), u(x) € F|x]
d(x), M), u(x) fas med Euklides algoritm:

a(z) = b(z)q(z) + ri(z) degri(z) < degb(x)

b(x) = ri(x)ge(z) + ro(z) degry(z) < degr ()

re—3(2) = re—o(x)qr—1() + rr_1(x) degri_1(z) < degri_o(z)
re-2(r) = re-1(2) ()
Da ar sgd (a(z),b(x)) = u - rg_q1(z), for nagot u € F\ {0}.
U(F[z]) = F\ {0} (konstanta polynom)

Irreducibla polynom i F[x]

Om F ar en kropp och f(z) € F[x] siger vi att f(x) &r irreducibelt omm
f(z) = g(x)h(x) = precis en av g(x) och h(z) tillhér U(Fz])

(Jamfor + primtal i Z.)

Sats: Varje f(x) € F|x] &r en produkt av irreducibla polynom, eller konstant.

Sats: Om r(z) € Flx] ar irreducibelt och r(x) | s1(x)...sg(x) sa r(x) | s;(z),
nagot 7, 1 <¢ <k

Sats (Entydig faktorisering): Om f(z) = gi(z)...g.(z) = hi(z) ... hs(2)
i Flz], med gi(x), hj(x) irreducibla, sa &r r = s och g;(x) = u; hr)(x), dér
u; € U(F[z]), m € S,

Ringen Z[x] har ocksa entydig faktorisering (trots att Z inte &r en kropp).
Om f(z) € Z[x] kan faktoriseras som g(z)h(z) i Q[z], finns ett rationellt tal «
sa att ag(z),a th(x) € Z[z]. Entydiga faktoriseringen i Q[z] ger den i Z|x].

Ringen Z[i] = {m + ni | m,n € Z}, de gaussiska heltalen, har entydig
faktorisering. De irreducibla elementen (” gaussiska primtal”) &r precis element
med m? + n? antingen 2, primtal p =, 1 eller ¢* for primtal ¢ =4 3, t.ex.
1—1, 11, 2 4 34, 5965 + 47361.

Ringen Z[iv/5] = {m + inV/5 | m,n € Z} har inte entydig faktorisering.
T.ex. dr 6 = 2-3 = (1 +1v/5)(1 —iv/5) och 2, 3, 1 +iy/5 och 1 —4/5 ér alla

irreducibla.



