Vilket svar ar ratt?
R: rod, G: gron, B: bla

1. Lat M, = {1,2,...},
M, = {1}a M, = {172}’ M; = {1a2a3}7

a. Har {M;}:°, nagon transversal?

R: ja, G: nej, B: vet ej

b. Uppfyller {M;}:°, villkoret i Halls sats?

R: ja, G: nej, B: vet ej

c. Hur kan det vara mojligt?

R: Antalet mangder i Halls sats maste vara andligt,
G: Mangderna i Halls sats maste vara andliga,
B: Minst endera (av de foregaende) maste galla
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Forts.



Svar:

la. G, ty for ¢ = 1,2,... maste M; representeras av 1,
sa My far ingen representant.

1b. R, ty for H C N: om |H| = oo eller 0 € H ar |{J,cy M| = 00 > |H],
annars | ;e Mi| = |Mmax,e i} | = maxiep{i} > [H| (Mi ¢ M; om 0<i<j).
(I sjalva verket handlar villkoret om |H| < 00.)

lc. B, ty lat det handla om {M;}c;.
Om |I| < oo kan man for varje ¢ € I med |M;| = oo finna m; € M; med
m; # m; om |M;|, |M;| = oo, i # j och m; ¢ M, da | M| < oo,
sa Halls sats for det dndliga fallet ger resultatet.
Om |M;| < oo for alla ¢ € I (men kanske |I| = o0) kan man visa att
| Uer M;| > |H| for alla dndliga H C I medfor att en transversal finns,

men beviset for utanfor var kurs.
Har ar for den verkligt intresserade en mycket kortfattad beskrivning av hur man kan visa det:
Vi anvander en sats som &ar grundlaggande i den gren av logiken som kallas modellteori,
Kompakthetssatsen: Om det for en méangd sentenser I' giller att varje &ndlig I C T har en

modell (dvs en tolkning som gor alla I':s sentenser sanna) sa har ocksa I'" en modell.

(Ett bevis for kompakthetssatsen bygger pa Godels fullstdndighetssats:
I'EpeTEp.

Att T" inte har nagon modell dr detsamma som att I' F L (det betyder ju precis att L &r sann
i alla modeller for I" (vilket den aldrig dr)). Enligt fullstindighetssatsen géller det omm I' - L
(dvs att man kan hérleda L fran I'). Men varje hirledning anvander bara ett dndligt antal av
sentenserna i I', s T'+ L < IV L f6ér ndgon andlig TV CT. Sa

I har en modell & T'¥ L & T'F L« IV ¥ L for alla dndliga TV C T <
& TV ¥ L for alla dndliga TV C T' < Varje dndlig IV C T har en modell.

Slut pa bevisskissen for kompakthetssatsen.)

(Ett annat och elegant bevis for kompakthetssatsen anviander s.k. ultraprodukter.)
Vi atergar till Halls sats i fallet alla |M;| < oo och |I| = oo.
Infor (odndligt manga) konstanter: c; for ¢ € I och d, for r € |J
Lat I" besta av alla sentenserna:

ier M-
c; #cjfori,jel, i#j,

ci=dpy Vei=dry V- Ve =dpy,  foriel, M;= {r1i,72, -7y -
Om IV C T ar andlig ingar bara ett dndligt antal av ¢;:na i [V:s sentenser och den éndliga Halls
sats ger en modell f6r IV (ingdende ¢; tolkas som motsvarande m; i en &dndlig transversal).
Kompakthetssatsen ger en tolkning for hela I', vilken ger en transversal for det oéndliga I (m;
ar ett r € M; saddant att ¢; = d; i tolkningen). Vi ar klara.
Som synes racker det att Halls villkor ar uppfyllt for alla &ndliga H C 1.
(Att |M;| < oo behovs for att ¢; =dry Vg =dry V- Ve = dT|M»\ skall vara en sentens.
For att visa Godels fullstandighetssats (eller konstruera ultraprodukter) kravs antaganden om
oéndliga méngder, nagot liknande (men nagot svagare an) det s.k. urvalsaxiomet.)



2. En kortlek delas i 13 hogar med 4 kort i varje.
Nar gar det att dra olika valorer ur varje hog?

R: Alltid, G: Aldrig, B: Ibland
3. Om det ar 2, 3,4, 4,...,4, 4, 5, 6 kort i hogarna,
nar gar det att dra olika valorer ur varje hog?
R: Alltid, G: Aldrig, B: Ibland
4. Omdetarl, 2, 3,4, 4,...,4, 4, 5, 6, 7kort i hogarna,
nar gar det att dra olika valorer ur varje hog?

R: Alltid, G: Aldrig, B: Ibland
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Svar:

2. R, ty k st hogar innehaller 4k st kort, sa minst k olika valorer.
Halls sats (med X méngden av hogar och Y méngden av valorer).

3. R, ty k st hogar innehaller minst 4k — 3 st kort, sa minst k olika valorer.
Halls sats.

4. B, ty om det t.ex. bara ligger ess i forsta och andra hogarna gar det inte

att dra olika kort ur dem, men om det a andra sidan t.ex. ligger
minst ett kort av valor ¢ i hog nr ¢ gar det att dra dem.



