Matematik, KTH
B.Ek

Svarsforslag for lappskrivning 3B, torsdag 3 december 2015
i SF1630(/1631) Diskret matematik, for D (m.fl.)
(Tryckfel kan forekomma.)

a-versionen (b-versionen pa andra sidan):

ala. (1p) Karakteristiken for en andlig kropp F' ar det minsta p € N\ {0} som
uppfyller 1 +14+...+1 =01 F, dvs den additiva ordningen for elementet 1.
—_—

p st

alb. (1p) Da F ér en kropp med |F| = 27 = 3% ar F's karakteristik 3 (en
kropp med |F| = p", p primtal, har karakteristik p). Det betyder att 3-r=ax+zxr+2x=
(14141)-2=0-2=0for allaz € F och dirmed 12-2 =4-3-2 =0.

Svar: Alla x € F' uppfyller ekvationen, sa 27 stycken.

alc. (1p) Faktorsatsen siger att om f(x) € F[z], dar F &r en kropp, géller
for alla a € F att (z — ) | f(z) omm f(a) = 0.

ald. (1p) Om (F,+,-) &ar en é&ndlig kropp ar den multiplikativa gruppen
(F' ~ {0}, -) cyklisk.

(a, 1p) avgora om k(x) ar irreducibelt i Zs[z]

(b, 1p) finna [22% + 2z + 1] + [2* + 22 + 2] i R,

(c, 1p) finna [22% + 2z + 1] - [2z + 1] i R och

(d, 1p) avgora om [22? + 2z + 1] - [az® + bz + ] = [1] i R for nagra a,b, ¢ € Z;.

Losning: a. Eftersom k(x) har grad 3, &r det irreducibelt omm det saknar
nollstallen i Zg (en faktorisering i icke-konstanta faktorer skulle kréva en faktor av grad 1, sa
enligt faktorsatsen ett nollstélle). k(O) = k(l) = k(?) =1, sa k?(ZL') ar irreducibelt.

b. 222 + 2z + 1]+ [22 + 20 4+ 2] = [(22* + 22 + 1) + (2 + 22 + 2)] = [z].

c. 224+ 2x+1]-2r+1]=[222+22+1)- Qe+ 1)|=[2*+z+1] =

= [(2% + 2z + 1) + 22| = [k(x) + 22] = [2z].

d. Eftersom k(z) ar irreducibelt (enligt a.), & R en kropp. [222 + 2z + 1] # [0]
i R, sa det har en invers i R, dvs de aktuella a,b, ¢ € Z3 finns (entydigt).

Svar a: k(x) ar irreducibelt, b: [z], c: [2z],
d: Ja, sidana a, b, c finns.




b-versionen:

bla. (1p) Da F ar en kropp med |F| = 25 = 5% dr F':s karakteristik 5 (en kropp
med |F| = p", p primtal, har karakteristik p). Det betyder att 5.z =r+zr+r+r+z =
(1+14+1+14+1)-2=0-2 =0 for alla x € F och ddrmed 15-2 =3-5-2 = 0.

Svar: Alla x € F uppfyller ekvationen, sa 25 stycken.

blb. (1p) Karakteristiken for en andlig kropp F' ar det minsta p € Nx.{0} som
uppfyller 1 +1+4...+1 =01 F, dvs den additiva ordningen for elementet 1.
—_—

p st

blc. (1p) Om (F,+,-) ar en andlig kropp &r den multiplikativa gruppen
(F' ~ {0}, -) cyklisk.

bld. (1p) Faktorsatsen sdger att om f(z) € Flz], dar F &r en kropp, géller
for alla a € F att (x — ) | f(z) omm f(a) = 0.

b2. k(z) = 2 4+ 22 + 2 € Z3[x] och R = Zs[z]/(k(z)). Vi ska
) avgéra om k(z) ar irreducibelt i Zs|x],
) finna [22% + 2z + 1] + [2* + 22 + 2] i R,
) finna [22% + 22 + 1] - 22 + 1] i R och
d 1p) avgora om [2z% + 2z + 1] - [ax® + bz + ¢] = [1] i R for nagra a, b, ¢ € Zs.

Losning: a. Eftersom k(x) har grad 3, ar det irreducibelt omm det saknar
nollstallen i Zs (en faktorisering i icke-konstanta faktorer skulle kréva en faktor av grad 1, s&
enligt faktorsatsen ett nollstélle). k(O) = k(l) = k(2) =2, sa k(l‘) ar irreducibelt.

b. [22% + 20 + 1]+ [22 + 20 + 2] = [(222 + 22 + 1) + (2% + 22 + 2)] = [2].

c. 222 4+2x+1] -2z +1]=[22+22+1) - 2z + 1)) =" +z+1] =

= [(2® + 22 + 2) + 22 + 2] = [k(z) + 2z + 2] = [22 + 2].

d. Eftersom k(z) ar irreducibelt (enligt a.), & R en kropp. [222 + 2z + 1] # [0]
i R, sa det har en invers i R, dvs de aktuella a, b, c € Z3 finns (entydigt).

Svar a: k(x) ar irreducibelt, b: [z], c: [2z 4 2],
d: Ja, sadana a, b, c finns.




