Matematik, KTH
B.Ek

Svarsforslag for lappskrivning 1B, mandag 23 november 2015
i SF1630(/5B1203) Diskret matematik, for D (m.fl.)

(Tryckfel kan forekomma.)

a-versionen (b-versionen pa andra sidan):

ala. (1p) Vi skall ange vad som menas med att en grupp ar abelsk.

Losning: Gruppen (G, %) ar abelsk omm g x h = h * g for alla g, h € G.

alb. (1p) Viskall definiera en isomorfi mellan tva grupper (Gy, x) och (Gs, o).

Losning: En sadan isomorfi ar en bijektion 5 : Gy — G5 som bevarar grupp-
strukturen, dvs for alla g, ¢’ € Gy géller (g * ¢') = B(g) o B(¢).
(Det foljer att S tar identitetselement till identitetselement och invers till invers, 3(11) = 12 och

Blg™) =Bl9) ™)

alc. (1p) Vi skall visa att \gH! = ’H’ da H ar en éndlig (behdvs egentligen inte)
delgrupp till gruppen G och g € G.

Losning: Enligt definitionen av kardinalitet racker det att visa att funktionen
fg: H— gH, given av f,(h) = gh, ar en bijektion.

fg ar en surjektion enligt definition (g &r mingden av alla f,(h) for h € H) och en
injektion eftersom ghy; = ghy = hy = ho for alla hy, hy € H (multiplicera med g~*
fran vinster). f, ar alltsa en surjektion och en injektion, sa en bijektion.

ald. (1p) Vi skall avgora hur manga delgrupper av ordning 3 en cyklisk grupp
G av ordning 63 kan ha.

Losning: Eftersom 3 | 63 (63 = 3-21) har G precis en delgrupp av ordning 3
(kiind egenskap for cykliska grupper, se Biggs 20.9).

a2. (G,x) ar en andlig grupp och g € G, g # 1 uppfyller g=! = g'*. Vi skall
(a, 2p) avgora vilka av |G| = 12, 16, 20, 30, 48 som ar mdojliga och (b, 2p) ge
exempel pa sadana G, g for ett av de vardena pa |G|.

Losning: ¢! = g* & ¢! =1 < o(g) | 15, sa o(g) = 3, 5 eller 15 (inte 1, ty
g#1).

a. 0(g)||Gl, sé |G| kan inte vara 16, men 12, 20, 30 och 48 &r méjliga (exempel
som i b.).

b. Den cykliska gruppen (Zja, +) och elementet g = 4 &r ett exempel f6r det
forsta vardet pa |G|.

Svar a: 12, 20, 30 och 48 mdjliga, 16 inte maojligt, b: ex. enligt ovan.




b-versionen:

bla. (1p) Viskall definiera en isomorfi mellan tva grupper (G, *) och (G, o).

Losning: En sadan isomorfi ar en bijektion § : G; — G5 som bevarar grupp-
strukturen, dvs for alla g, ¢’ € Gy géller B(g* ¢') = B(g) o B(¢).

(Det foljer att S tar identitetselement till identitetselement och invers till invers, 8(11) = 12 och

Blg™") =B ")

blb. (1p) Vi skall ange vad som menas med att en grupp ar abelsk.

Losning: Gruppen (G, *) ar abelsk omm g h = h* g for alla g, h € G.

blc. (1p) Vi skall visa att |Hg| = |H‘ da H ar en éndlig (behdvs egentligen inte)
delgrupp till gruppen G och g € G.

Losning: Enligt definitionen av kardinalitet racker det att visa att funktionen
fo: H— Hg, given av f,(h) = hg, &r en bijektion.

fy ar en surjektion enligt definition (Hg &r méingden av alla f,(h) fér h € H) och en
injektion eftersom hig = hog = hy = hy for alla hy, hy € H (multiplicera med g~*
fran hoger). f, ar alltsa en surjektion och en injektion, sa en bijektion.

bld. (1p) Vi skall avgora hur manga delgrupper av ordning 3 en cyklisk grupp
G av ordning 45 kan ha.

Losning: Eftersom 3 | 45 (45 = 3-15) har G precis en delgrupp av ordning 3
(kénd egenskap for cykliska grupper, se Biggs 20.9).

b2. (G,*) ar en andlig grupp och g € G, g # 1 uppfyller g=! = ¢?°. Vi skall
(a, 2p) avgora vilka av |G| = 12, 20, 21, 27, 49 som &r mojliga och (b, 2p) ge
exempel pa sadana G, g for ett av de virdena pa |G].

Losning: ¢! = ¢ & ¢*' =1 < o(g) | 21, sa o(g) = 3, 7 eller 21 (inte 1, ty
g#1).

a. o(g)HG\, sa |G| kan inte vara 20, men 12, 21, 27 och 49 dr moéjliga (exempel
som i b.).

b. Den cykliska gruppen (Zjs, +) och elementet g = 4 &r ett exempel for det
forsta vardet pa |G|.

Svar a: 12, 21, 27 och 49 mojliga, 20 inte mojligt, b: ex. enligt ovan.




