Matematik, KTH
B.Ek

Svarsforslag for lappskrivning 2B, fredag 28 november 2014
i SF1630(/1631) Diskret matematik, for D (m.fl.)
(Tryckfel kan forekomma.)

a-versionen (b-versionen pa andra sidan):

ala. (1p) Den éndliga gruppen G':s verkan pa méngden X har tva banor med
5 och 21 element. Vi skall uttala oss om |G|, G:s ordning.

Losning: |G| = |Gz| - |G,|, sa banans storlek |Gz| dr en delare till |G|, sa
mgm(5,21) = 105 ar en delare till |G|. Svar: |G| ar delbar med 105.

alb. (1p) Vi soker villkor pa (R,-), for att (R, +, ) skall kunna vara en ring.

Y

Losning: Enligt definitionen av en ring (med etta) kriavs att operationen
skall vara (sluten, dvs a-b € R for allaa, b € R,) associativ och ha ett identitetselement,
1. Dessutom skall +.- uppfylla de distributiva lagarma a- (b+c¢) =a-b+a-c
och (a+b)-c=a-c+b-cforallaa,b,ceR.

alc. (1p) Vi skall avgdra om det finns nagon ring som inte ar en kropp.

Losning: Ja, t.ex. (Zy,+,-) ar en ring, men inte en kropp, ty 2 € Z4, 2 # 0,
men 2 saknar multiplikativ invers i Z4. I en kropp har alla element utom 0 en
sadan invers.

ald. (1p) Vi skall avgora om det finns nagon kropp som inte ar en ring.

Losning: Nej, en kropp kan definieras som en ring med den ytterligare egen-
skapen att (F ~\ {0},-) ar en abelsk grupp, sa varje kropp &r en ring.

a2 (4p) En liksidig triangel ges en fargad kula i varje hérn. Vi soker antalet
vasentligt olika sadana trianglar med k olika farger for kulorna.

Losning: Vi anvinder ”Burnsides lemma” (Th. 21.4 i boken).
Gruppen som verkar pa fargningarna ar G ~ S3 med element:
e identitetsavbildningen id. Alla firgningar ar invarianta, |F(id)| = k*
e 2 rotationer :I:%7r kring axeln vinkelratt mot triangeln (genom dess mittpunkt).
Invarianta &r fargningar med samma farg pa alla kulorna, |F(g)| = k
e 3 rotationer 7 kring triangelns hojder. Invarianta &ar fargningar med de
tva kulorna som inte ligger pa rotationsaxeln likfargade, |F(g)| = k?

Enligt Burnside ar antalet vasentligt olika fargningar = antalet banor =
- ﬁ ZgGG [F'(g)] = %(k3 + 2k + 3]{;2)'

Svar: Antalet vasentligt olika fargningar ar %(k:3 + 3k? + 2k).




b-versionen:

bla. (1p) Den dndliga gruppen G:s verkan pa méngden X har tva banor med
7 och 12 element. Vi skall uttala oss om |G|, G:s ordning.

Losning: |G| = |Gz| - |G,|, sa banans storlek |Gx| &r en delare till |G|, sa
mgm(7,12) = 84 &r en delare till |G|. Svar: |G| ar delbar med 84.

blb. (1p) Vi séker villkor pa (R, +), for att (R, +, -) skall kunna vara en ring.

Losning: Enligt definitionen av en ring (med etta) kravs att (R, +) skall vara
en abelsk grupp och att +.- uppfyller de distributiva lagarna a-(b+c) = a-b+a-c
och (a+b)-c=a-c+b-cforallaa,b,ceR.

blc. (1p) Vi skall avgora om det finns nagon kropp som inte &r en ring.

Losning: Nej, en kropp kan definieras som en ring med den ytterligare egen-
skapen att (F'~ {0},-) &r en abelsk grupp, sa varje kropp &r en ring,.

bld. (1p) Vi skall avgéra om det finns nagon ring som inte &r en kropp.

Losning: Ja, t.ex. (Zg4,+,+) &r en ring, men inte en kropp, ty 2 € Zy, 2 # 0,
men 2 saknar multiplikativ invers i Z4. I en kropp har alla element utom 0 en
sadan invers.

b2. (4p) En liksidig triangel ges en fargad kula i varje horn. Vi soker antalet
vasentligt olika sadana trianglar med k olika farger for kulorna.

Losning: Vi anvander ”Burnsides lemma” (Th. 21.4 i boken).
Gruppen som verkar pa fargningarna ar G, =~ S3 med element:
e identitetsavbildningen id. Alla firgningar ar invarianta, |F(id)| = k*
e 2 rotationer j:%7r kring axeln vinkelratt mot triangeln (genom dess mittpunkt).
Invarianta ar fargningar med samma férg pa alla kulorna, |F'(g)| = k
e 3 rotationer m kring triangelns hojder. Invarianta ar fargningar med de
tva kulorna som inte ligger pa rotationsaxeln likfirgade, |F(g)| = k?

Enligt Burnside ar antalet vasentligt olika fargningar = antalet banor =
- \_é| deG [F'(g)] = %(k‘?’ + 2k + 3]{;2)‘

Svar: Antalet visentligt olika firgningar ar £ (k% 4 3k* + 2k).




