Matematik, KTH
B.Ek

Svarsforslag for lappskrivning 2B, fredag 29 november 2013
i SF1630(/1631) Diskret matematik, for D (m.fl.)
(Tryckfel kan forekomma.)

a-versionen (b-versionen pa andra sidan):

ala. (1p) Vi skall ange vad som menas med x:s bana da z € X och gruppen
G verkar pa X.

Losning: x:s bana, Gz, a&r mangden av de element i X som x avbildas pa av
nagot g € G. Alltsa Gz = {g(z) | g € G}.

alb. (1p) Vi skall ange vad som menas med x:s stabilisator da z € X och
gruppen G verkar pa X.

Loésning: z:s stabilisator, G, &r méangden (delgruppen till G) av de g € G
som avbildar x pa z. Alltsa G, = {g € G | g(x) = z}.

alc. (1p) Vi skall ange ett uttryck for antalet vésentligt olika (under en &ndlig
grupp G av rotationssymmetrier) fargningar av en polyeders sidoytor med ett
givet antal farger.

Losning: Det sokta antalet ges ("Burnsides lemma”) av ﬁ > gec |F(g)], dar

F(g) &r méngden fargningar som ar oféréandrade da g roterar den sa fargade
polyedern.

ald. (1p) Vi skall ange villkoren for att en ring (R, +,-) skall vara en kropp.

Losning: Multiplikationen - skall vara kommutativ (dvs a - b = b - a for alla
a,b € R) och varje a € R\ {0} skall ha en multiplikativ invers.
Alternativt uttryckt: (R~ {0}, -) skall vara en abelsk grupp.

a2. Vi skall visa hur foljande foljer fran att (R, +,-) dr en ring och de egen-
skaper som definierar en ring: (a, 1p) =0 =0, (b, Ip) a-0=10-a = 0 for alla
a€R,(c,1p)a-(—a) =(—a) a=—a?®for allaa € R och (d, Ip) oma € R
uppfyller a®> = 0, ar a + 1 inverterbart i R.

Losning: a. (R,+) &r en grupp, sa identitetselementet 0 ar sin egen invers,
ty 04+ 0=0.

b. 0+ 0 = 0, sa distributivitet ger a-0+a-0=0a(0+0) =a-0=a-0+0.
"Strykning” ger a -0 =0 (och p.ss. 0-a+0-a=(0+0a=0-a=0-a+0,s30-a=0).
c. a+(—a) =0,saa*+a-(—a) = ala+(—a)) =a-0=0=0-a = (a+(—a))a =
a®+ (—a) - a. Det ger att a - (—a) = (—a) -a = —a?.

d. Daa*=0fas (a+1)((—a)+1) = (a+1)(—a)+(a+1)1 = a-(—a)+1-
a+1l=—a*+(—a)+a+1=—-0+0+1=1. Ps.s. visas ((—a)+1)(a+
sa (a+1)"'=(—a)+1.




b-versionen:

bla. (1p) Vi skall ange vad som menas med z:s stabilisator da x € X och
gruppen G verkar pa X.

Losning: z:s stabilisator, G, &r méngden (delgruppen till G) av de g € G
som avbildar x pa x. Alltsa G, = {g € G | g(x) = z}.

blb. (1p) Vi skall ange vad som menas med z:s bana da z € X och gruppen
G verkar pa X.

Losning: x:s bana, Gz, ar mangden av de element i X som z avbildas pa av
nagot g € G. Alltsa Gz = {g(z) | g € G}.

blc. (1p) Viskall ange ett uttryck for antalet vasentligt olika (under en andlig
grupp G av rotationssymmetrier) fargningar av en polyeders sidoytor med ett
givet antal farger.

Losning: Det sokta antalet ges (”Burnsides lemma”) av ﬁ > gec [F(9)], dar

F(g) & méingden fargningar som ar oférdndrade da g roterar den sa fargade
polyedern.

b1ld. (1p) Vi skall ange villkoren for att en ring (R, +, ) skall vara en kropp.

Losning: Multiplikationen - skall vara kommutativ (dvs a - b = b - a for alla
a,b € R) och varje a € R~ {0} skall ha en multiplikativ invers.
Alternativt uttryckt: (R~ {0},-) skall vara en abelsk grupp.

b2. Vi skall visa hur f6ljande foljer fran att (R, +,-) ar en ring och de egen-
skaper som definierar en ring: (a, 1p) —0 =10, (b, 1p) b-0=0-b =0 {or alla
beR, (¢, 1p) b-(=b) = (=b)-b= —b*for alla b € R och (d, Ip) om b € R
uppfyller b2 = 0, ér b + 1 inverterbart i R.

Losning: a. (R,+) dr en grupp, sa identitetselementet 0 ar sin egen invers,
ty 04+0=0.

b. 04 0 = 0, sa distributivitet ger b-0+b-0=5b(0+0) =b-0=0>b-0+ 0.
7Strykning” ger b-0 =0 (och p.s.s. 0-64+0-b=(0+0b=0-b=0-b+0,s30-b=0).
c. b+ (=b)=0,8ab>+b-(=b) =b(b+(=b)=b-0=0=0-b= (b+(=b))b =
b> + (=b) - b. Det ger att b- (=b) = (=b) - b = —b%

d. Dab* =0fas (b+1)((=b)+1) = (b+1)(=b)+(b+1)1 =b-(=b)+1-(=b)+
b+1=—-b*+(-b)+b+1=—-0+0+1=1. Ps.s. visas ((—=b) +1)(b+1) =1,
sa (b+1)"t=(-b)+1.




