Matematik, KTH
B.Ek

Svarsforslag for lappskrivning 1B, fredag 22 november 2013
i SF1630(/5B1203) Diskret matematik, for D (m.fl.)
(Tryckfel kan forekomma.)

a-versionen (b-versionen pa andra sidan):

ala. (1p) Vi skall ange vad som menas med att en grupp G ar cyklisk.

Losning: Att G ar cyklisk ar detsamma som att det finns ett x € G som
genererar G, dvs att for varje g € G finns (minst) ett n € Z sadant att g = 2"
(dar 2" for n < 0 tolkas som (z71)™").

alb. (1p) Viskall definiera en isomorfi mellan tva grupper (G, *) och (G, o).

Losning: En sadan isomorfi ar en bijektion § : G5 — G5 som bevarar grupp-
strukturen, dvs for alla g, ¢’ € Gy géller (g * ¢') = B(g) o B(¢).
(Det foljer att [ tar identitetselement till identitetselement och invers till in-

vers, (11) = 15 och B(g~") = B(g)~".)

alc. (1p) Vi skall ange alla méjliga vérden for o(g), ordningen for ett element
g ien grupp da det uppfyller g% = 1.

Losning: Om ¢" = 1 maste enligt en kéind sats n vara en multipel av o(g),
sa svaret ges av alla positiva delare till 45 (de &r alla méjliga, ty varje positivt heltal &r
ordningen fér nagot gruppelement). M0jliga varden ar alltsa 1, 3, 5,9, 15 och 45.

ald. (1p) Vi skall definiera en vanstersidoklass for en delgrupp H till en
grupp G.

Losning: En vénstersidoklass ar en mangd av form gH = {gh | h € H} for
nagot g € G.

a2. (4p) Vi skall visa att for varje mangd X ar (P(X),A) en grupp, dar A
betecknar symmetrisk differens, AA B = (AN B)U (B \ A).

Losning: Vi verifierar gruppaxiomen,

G1 (slutenhet): A BC X =AABCX (ty ANB,B~ACX).

G2 (associativitet): (AA B) A C = méngden av element som ligger i precis en
av A /A B och C, dvs i precis en av A och B och inte i C, eller inte i nagon av A och B men i
C, eller i bade A och B ochi C, dvs de i precis en av A, B och C, eller i alla tre.
Pa samma sétt ser man att A A (B A C) innehaller samma element.

G3 (identitet): AN = A A= Aforalla A, sa & ar ett identitetselement.
G4 (invers): ANA=0,s8a A= A"1 for alla A.

(P(X),A) uppfyller gruppaxiomen och &r alltsa en grupp, saken ar klar.




b-versionen:

bla. (1p) Vi skall ange vad som menas med att en grupp G ér abelsk.

Losning: (G, ) ar abelsk (= kommutativ) omm zxy = y*x for alla z,y € G.

blb. (1p) Vi skall definiera ordningen for ett element ¢ i en grupp.

Losning: g:s ordning, o(g), dr det minsta heltalet n > 1 sadant att ¢" = 1, G:s
identitetselement, om ett sadant n finns. Annars ar g:s ordning oéndlig.

blc. (1p) Vi skall ange alla mojliga varden for [H|, da H ar en delgrupp till
gruppen G med |G| = 28.

Losning: Enligt Lagranges sats éar |H| en delare till |G|, sa de mojliga virdena
ar alla positiva delare till 28, dvs 1, 2, 4, 7, 14, 28 (alla dessa &r ju ocksa ordningar
for delgrupper till den cykliska gruppen med 28 element).

bld. (1p) Vi skall definiera en hégersidoklass for en delgrupp H till en
grupp G.

Losning: En hogersidoklass dr en méngd av form Hg = {hg | h € H} for
nagot g € G.

b2. (4p) Vi skall visa att for varje mangd X ar (P(X),A) en grupp, dar A
betecknar symmetrisk differens, AA B = (AN B)U (B \ A).

Losning: Vi verifierar gruppaxiomen,

G1 (slutenhet): A BC X =AABCX (ty ANB,B~ACX).

G2 (associativitet): (AA B) A C = méngden av element som ligger i precis en
av A A B och C, dvs i precis en av A och B och inte i C, eller inte i nagon av A och B men i
C, eller i bade A och B ochi C, dvs de i precis en av A, B och C, eller i alla tre.
Pa samma sétt ser man att A A (B A C) innehaller samma element.

G3 (identitet): AAN@ =0 A A= Afor alla A, sa @ ar ett identitetselement.
G4 (invers): ANA=g,sa A= A", for alla A.

(P(X),A) uppfyller gruppaxiomen och &r alltsa en grupp, saken ar klar.




