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al) Vi skall faktorisera polynomet f(z) = z* + 22% + 2z + 2 i irreducibla fak-
torer i Zs[x].

Losning:

For att underséka om f(z) har nagon forstagradsfaktor soker vi forst nollstéllen.
f(0)=2, f(1) =1, men f(2) =0,sax—2 = x+1 ar en faktor i f(x). Division
ger f(z) = (z + 1)g(x), dar g(z) = 23 + 22* + 2. Eftersom f(0), f(1) # 0
ar g(0), g(1) # 0, men man finner att ¢g(2) = 0, sa x + 1 delar ocksa g(x).
Division ger g(z) = (z + 1)h(z), dir h(z) = 2% + z + 2. (1(0), h(1) # 0 och)
h(2) = 2, sa h(x) ar irreducibelt (andragradspolynom utan nollstéllen &r irreducibla), sa
en sokt faktorisering ar f(x) = (z + 1)*(z* + = + 2).

Svar: f(z) = (x 4+ 1)?(«® + = + 2) ar en sddan faktorisering.

a2) F ar en kropp med 27 element och a,b € F' {0}, a # b.
Vi soker dels (a, 2p) alla mojliga vérden for [{ma + nb | m,n € N}| och dels
(b, 2p) alla méjliga varden for [{a™b™ | m,n € N}|.

Losning;:

27 = 3%, 54 (F,+) ~ C3 x C3 x O3, ett 3-dimensionellt vektorrum over Zs.
Eftersom a, b # 0 spanner de upp ett delrum av dimension 1 eller 2. Antalen
element i sadana ar 3 respektive 9. (Alternativt: (F,+) &r en abelsk grupp av ordning 27
och den betraktade méngden &r en delgrupp, sa bara 1, 3, 9 och 27 &r tdnkbara. a # 0, sa inte 1.
[{ma}| = 3 = |{nb}|, sa inte 27. Om b = a + a fis 3, annars inte, sa 9.)

(F' ~ {0}) &r cyklisk av ordning 27 — 1 = 26 = 2 - 13 och den betraktade
méangden ar en delgrupp, sa antalet element ar en delare till 26. 1 &r inte
mojligt, ty a # b, men det dr de andra (det finns enligt kdnd sats cykliska
delgrupper av alla dessa ordningar och a kan t.ex. vara en generator och b ett
godtyckligt annat element i delgruppen).

Svar: De mojliga antalen ar a: 3 och 9, b: 2, 13 och 26.
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b1) Vi skall faktorisera polynomet f(z) = z*+x3+2*+2 i irreducibla faktorer

Losning:

For att undersdka om f(z) har nagon forstagradsfaktor soker vi forst nollstallen.
f(0)=2= f(1), men f(2) =0,sa  —2=ax+ 1 &r en faktor i f(z). Division
ger f(x) = (x + 1)g(x), dar g(z) = 23 + x + 2. Eftersom f(0), f(1) # 0 ar
9(0), g(1) # 0, men man finner att g(2) = 0, sa x+1 delar ocksa g(z). Division
ger g(x) = (z + 1)h(z), dar h(z) = 2% + 22 + 2. (h(0), h(1) # 0 och) h(2) = 1,
sa h(l‘) ar irreducibelt (andragradspolynom utan nollstéllen &r irreducibla), sa en sokt
faktorisering ar f(z) = (z + 1)*(2* + 22 + 2).

Svar: f(x) = (z + 1)?(x? + 2x + 2) ar en sddan faktorisering.

b2) F &r en kropp med 125 element och a,b € F' ~ {0}, a # b.
Vi soker dels (a, 2p) alla mojliga véirden for [{ma + nb | m,n € N}| och dels
(b, 2p) alla mojliga varden for [{a™b" | m,n € N}|.

Losning;:

27 = 5%, 84 (F,+) ~ C5 x C5 x C5, ett 3-dimensionellt vektorrum over Zs.
Eftersom a, b # 0 spanner de upp ett delrum av dimension 1 eller 2. Antalen
element i sadana ar 5 respektive 25. (Alternativt: (F,+) ir en abelsk grupp av ordning
125 och den betraktade méngden ar en delgrupp, sa bara 1, 5, 25 och 125 &r tdnkbara. a # 0, sa
inte 1. |{ma}| =5 = |{nb}|, sd inte 125. Om b € {ma | m € N} fas 5, annars inte, s& 25.)

(F'~ {0}) &r cyklisk av ordning 125 — 1 = 124 = 2 - 2- 31 och den betraktade
mangden &ar en delgrupp, sa antalet element ar en delare till 124. 1 &r inte
mojligt, ty a # b, men det adr de andra (det finns enligt kdnd sats cykliska
delgrupper av alla dessa ordningar och a kan t.ex. vara en generator och b ett
godtyckligt annat element i delgruppen).

Svar: De mojliga antalen ar a: 5 och 25, b: 2, 4, 31, 62 och 124.




