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Losningsforslag 1s5, Diskret matematik, 11 oktober 2011

Al mr e Sppgesavm = (1 6 2 5)(3 7 9)(4 10) och G = (7) genereras av
7. Vi soker for varje x € X storleken av dels z:s bana, |Gz|, under G:s verkan
och dels x:s stabilisator, |G|

Losning;:

|G| = mgm(4,3,2) = 12 och |Gz| - |G| = |G| for alla z € X, sa om vi finner
|Gz| ger det |G,|. Men |Gz| &r ju antalet element i X som z tas till genom
upprepning av 7, dvs langden av den cykel x ingar i.

Sa vi far x |Gz| |G
8 1 12

4, 10 2 6

3,79 3 4

1, 2,5 6 4 3

Svar: Enligt tabellen.

A2) R ar ringen Z;[z] och vi (a.) soker produkten (3z +2)(4x +5), (b.) soker
kvot och rest da z* + 5z + 1 divideras med 2z + 3, (c.) skall avgora vilka av
a.r?+3x+3, B.22+3x+6, 7. 2+ 1 som ar irreducibla och (d.) skall avgora
om varje kropp F med |F| = 49 innehaller en ”/—17.

Losning:

a) Eftersom 3-4 =5 etc i Z; finner man (3z +2)(4x+5) =5z +x+x+3 =
5x2 + 2x + 3.

b) Eftersom 4 -2 = 1 etc i Z7 far man 22 4+ 5z + 1 = (222 + 3)4 + 5z + 3, sa
kvoten ar 4 och resten Hx + 3.

c) Enligt faktorsatsen &r ett andragradspolynom i F'[x] irreducibelt omm det
saknar nollstallen i F. For x = 0,1,2,3,4,5,6 € Z; fas 22 = 0,1,4,2,2,4,1
och 22 + 32 = 0,4, 3,4,0,5,5, sa 22 + 3z + 3 har nollstillena 1 och 3, medan
2% + 3z + 6 och 22 + 1 saknar nollstillen. Bara de tva senare éar alltsa irre-
ducibla.

d) Enligt c. ar z? + 1 irreducibelt i Z;[x], sa Z;[x]/(2* 4+ 1) ar en kropp med
72 = 49 element dar [z]> = —1. Eftersom alla kroppar av given storlek &r
isomorfa (och varje isomorfi mellan kroppar tar —1 i ena kroppen till —1 i den

andra) finns ”74/—1” i alla kroppar med 49 element.
(—1 har en kvadratrot i alla kroppar F' med |F| = p2. Om p =2 #r 12 = 1 = —1. Om p &r udda har F ~. {0}

precis p2 — 1 = (p+ 1)(p — 1) = 4k, nagot k € N, element och det finns y € F \ {0} av ordning 4k. D& &r
y?* # Loch (y*9)* =1, sa y** = (%) = 1)

Svar: a): Produkten &r 5x% 4 2x + 3, b): kvoten ar 4 och resten
5x + 3, ¢): x?+ 3x + 3 ar reducibelt och 2 + 3z + 6 och x? + 1 bada
irreducibla, d) Ja. sa ar det.
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Bl) m € Sipgesavm = (1 8)(2 9 4 6)(5 10 7) och G = () genereras av
m. Vi soker for varje © € X storleken av dels x:s bana, |Gz|, under G:s verkan
och dels x:s stabilisator, |G|

Losning;:

|G| = mgm(2,4,3) = 12 och |Gz| - |G| = |G| for alla z € X, sa om vi finner
|Gz| ger det |G,|. Men |Gz| &r ju antalet element i X som z tas till genom
upprepning av 7, dvs langden av den cykel x ingar i.

Sa vi far x |Gz| |G
3 1 12

1, 8 2 6

5, 7, 10 3 4

2, 4, 6, 9 4 3

Svar: Enligt tabellen.

B2) R ar ringen Z7[x] och vi (a.) soker produkten (2z + 3)(5z +4), (b.) soker
kvot och rest da z? + 4z + 1 divideras med 3z* + 2, (c.) skall avgora vilka av
a. 22 +4x+6 8. 22 +1v. 22 + 4z + 2 som éar irreducibla och (d.) skall avgora
om varje kropp F med |F| = 49 innehaller en ”/—1".

Losning:

a) Eftersom 2-5 = 3 etc i Z; finner man (2z+3)(5x +4) =3z +x+z+5=
3z? + 22 + 5.

b) Eftersom 5 -3 = 1 etc i Z7 far man 2% + 4z + 1 = (32% +2)5 + 42 + 5, sa
kvoten ar 5 och resten 4x + 5.

c) Enligt faktorsatsen &r ett andragradspolynom i F'|x] irreducibelt omm det
saknar nollstillen i F'. For o = 0,1,2,3,4,5,6 € Z; fas 22 = 0,1,4,2,2,4,1
och 22 + 42 = 0,5,5,0,4, 3,4, sa 22 + 4z + 2 har nollstillena 1 och 2, medan
2% + 42 + 6 och 22 + 1 saknar nollstillen. Bara de tva senare ér alltsa irre-
ducibla.

d) Enligt c. ar 22 + 1 irreducibelt i Z;[x], sa Z;[x]/(2* 4+ 1) ar en kropp med
72 = 49 element dar [z]*> = —1. Eftersom alla kroppar av given storlek &r
isomorfa (och varje isomorfi mellan kroppar tar —1 i ena kroppen till —1 i den

andra) finns ”/—1" 1 alla kroppar med 49 element.
(—1 har en kvadratrot i alla kroppar F med |F| = p?. Om p =2 #r 12 = 1 = —1. Om p &r udda har F ~ {0}

precis p2 — 1 = (p+ 1)(p — 1) = 4k, nagot k € N, element och det finns y € F ~ {0} av ordning 4k. D4 &r
y?* #1och (y?%)? =1, sa 9% = (yF)? = 1)

Svar: a): Produkten ar 3z? 4+ 2z + 5, b): kvoten ar 5 och resten
4x + 5, c): % + 4z + 2 ar reducibelt och x? + 4x + 6 och x? 4+ 1 bada
irreducibla, d) Ja. sa ar det.




