Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks2, 25 september 2017,
i SF1688 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt
a) api3=30pi2+5ap41 —14a,+5-2",n=0,1,2,...
uppfylls for nagon konstant ¢ av a,, = ¢ - 2". X

[Nej. 2" loser den homogena ekvationen.]

b) For alla m € Slg (méngden av permutationer av {1,2,...,18})

galler att m och 7~ ar konjugerade permutationer. X
[Ja, de har samma cykelstruktur och &r ddrmed konjugerade.]

c¢) Om G och H ar grupper, ar grupperna G x H och H x G

(de direkta produkterna) sakert isomorfa. ><
[Ja. En isomorfi ges av 3((g,h)) = (h,g).]

d) Alla grupper av ordning 41 &r abelska. [Ja, eftersom
41 &r ett primtal &r de alla (isomorfa och) cykliska, sa abelska. ><

e) Om K &r en delgrupp till G x H (G,H grupper), maste
K ={(g9,h) | g € G1, h € H,} for delgrupper Gy, H; X
till G, H. [Nej, t.ex. ar {(1,1), (z,z)} en delgrupp till Co x Cs.]

f) Om H &r en delgrupp till gruppen G och g € G finns
sikert ett ¢ € G med gH = Hy'. [Nej, viinstersidoklasser X

behover inte vara hogersidoklasser (t.ex. inte d& H = {i,z} i Ga).]

2a) (1p) Vi soker alla {a,}>2, med a9 = apy1 + 6a, 6r n € N och ag = 2.

Losning:

Rekursionsekvationen ar (linjér med konstanta koefficienter och) homogen. Dess karak-
terisitiska ekvation 22 = x + 6 har tva rotter r; = 3, r, = —2, bada enkla.
Allménna 16sningen till rekursionsekvationen ér alltsa a, = A-3" + B - (—2)",
A, B godtyckliga kontanter. Villkoret ag = 2 ger A+ B=2,sa A=2+C,
B=—-Cocha,=2-3"+C-(3"—(—2)"), C en godtycklig konstant.

Svar: a, =2-3" 4+ C - (3" — (—2)"), C en godtycklig konstant.

b) (1p)(G,x) ar en grupp, |G| = 11 och ¢1,¢9,93,94 € G é&r alla olika och
uppfyller g1 * g1 = g2, g2 * g2 = g3, g2 * g3 = ga. Vi soker gy * gs.

Losning:
g1 ar inte Gs identitetselement (g1 * g1 # g1), sa 0(g1) = 11 (o(g1) | 11 och > 1).
Med a = g, far vi g = a?, g3 = a*, gy = a®,sa gux gy = a'? = a''xa=a = g;.

Svar: g4 * g4 = g;-

c) (1p) Vi skall ge definitionen av en normal delgrupp N till en grupp G.

Losning:
Delgruppen N ar normal omm vanstersidoklasser = hogersidoklasser, dvs
gN = Ng for alla g € G.
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Vi soker (a, 1p) m, o och mo pa cykelform, (b, 1p) ordningarna for 7, ¢ och

om och (c, 1p) pariteterna (jamn eller udda) for 7, o och wo=2mx3ci7 5.

cow
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Losning:
a) m(1) =8, 7(8) =1, m(2) =6 etc ger m = (18)(26397)(4)(5) och pss
0= (138)(274)(596). For mo (forst o, sedan ) fas mo = (193)(2)(4657)(8).
b) o(w) = mgm(2,5,1,1) = 10, 0o(c) = mgm(3,3,3) = 3, 0(ow) = o(rorm ) =
= o(mo) =mgm(3,1,4,1) = 12 (alt. or = (1)(2594)(368)(7) etc).
¢) En permutation &r jamn precis om antalet cykler av jamn langd ar jamnt,
sa 7 ar udda och o ar jamn. Produkten mo—2730*7~° innehaller de udda per-
mutationerna 7, 7! ett udda antal (9) ganger (och de jaimna o, 0! ett antal ganger),
sa den ar udda.
Svar a: m = (18)(26397), 0 =(138)(274)(596),

o =(193)(4657),
b: o(w) = 10, o(o) = 3, o(om) = 12,

c: w ir udda, o ar jimn och wo 273 5

o*n 5 ar udda.

4) (G,*), dar G = {p,q,r,s,t,u}, &r en grupp med *|p ¢ r s t wu
6 element och grupptabellen till hoger. Vi skall plt r u p s q
(a, 1p) finna G's identitetselement, glu s t q r p
(b, 1p) finna en delgrupp H med |H| = 2 och riqg p s r u t
(c, 1p) finna alla H:s sidoklasser i G. s|p g r st u

tls w q t p r
Losning;: ulr t p u q s

a. p*x s = p, sa s maste vara identitetselementet (och sz =z % s = z for alla z € G).
b. H kan vara {s,x}, dir x*x = s,  # S (identitetselementet). Vi tar H = {s, ¢}.
c. Man finner sxH =¢qxH = {s,q}(=H), Hxs=Hxq={s,q}(=H),
pxH=rxH=/{p,r}, Hxp=Hxu={p,u},
t« H=uxH={t,u}. Hxr=Hsxt={rt}
Svar a: s ar identitetselement, b: t.ex. H = {s, g},
c: va: {s,q}, {p,7}, {t,u}, ho: {s,q}, {p,u}, {r, t}.

5) (3p) Vi skall avgéra om gruppen (Zr3 ~ {0},-) genereras av elementet
22(= 17%).

Losning:

Eftersom |Zz3 \ {0} = 72, géller g™ =1 for alla g € Zy3 \ {0}.

1 =177 = (17%)%* = 22%, 54 0(22) < 24, mindre 4n gruppens ordning, sa 22
genererar inte gruppen.

Svar: Nej, 22 genererar inte gruppen (Zz3 ~ {0}, -).




