Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks1, 11 september 2017,
i SF1688 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt
a) Om grafen G = (V, E) har ett udda antal horn (vertices),
|V, dr antalet horn med jimn valens (degree) sikert udda. | X

[Javisst. Jamna ar de horn som inte ar udda, vilket ett jamnt antal ar.]

b) Om grafen G = (V, E) ar 6-reguljar (dvs varje horn (vertex)
har valens (degree) 6) ar |E| sakert delbart med 6. ><
[Nej. Motexempel: K7 ar 6-reguljar och har precis 21 kanter.]

¢) En bipartit graf G = (XUY, E) (xnY =2, e€ E= |enX|=1)
ar hamiltonsk (dvs har en hamiltoncykel) omim |X| = |Y| ><
[Nej. =, men inte alls <. T.ex. inte om E =&, | X| = [Y]| > 0]

d) Det kromatiska polynomet Pg(\) for en graf G ar sékert

produkten av dem fér GG:s komponenter. X
[Ja. Komponenterna kan fargas oberoende av varandra.]

e) Om G éar en plan, sammanhéngande graf maste minst
en av de ytor GG delar in planet i ha hogst 5 kanter. X

Nej. Motex: en plan ritning av Cs (G+ behdver inte vara enkel).
J g

f) Om en graf med hogsta valens k kan hornfargas med 2

farger, kan den siakert kantfargas med k farger. X
[Ja. Bipartit, sa den kan enligt kind sats k-kantfirgas.]

2a) (1p) Vi visar med en figur att grafen G med grannmatris
planar.
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Losning:
En graf ar planar precis om den ar isomorf med (dvs kan
ritas som) en plan graf. I figuren ar G ritad plan.

Manga andra sétt att rita &r mojliga. (Det ar forstas tillatet med krokta

no
S

kanter.) De sma siffrorna svarar mot radernas numrering i matrisen.

b) (1p) Sokt ar det kromatiska talet for grafen G' med kromatiskt polynom
Pe(A) = (A= 1DA=2)((A=1)°+1).

Losning:
P;(0) = Pg(1) = Pg(2) = 0, Pg(3) = 18 betyder att G inte kan hornfargas
med 0, 1 eller 2 farger, men att det gar med 3 farger, sa  Svar: x(G) = 3.

c) (1p) Vi skall formulera Halls villkor for existens av en (X-)fullstandig match-
ning i en bipartit graf G = (X UY, F).

Losning:
Villkoret ar att for alla A C X géller |J(A)
dar J(A) ={y

| >[4,
€Y |{a,y} € E for nagot a € A}.




3) Grafen G beskrivs av granntabellen: a b cde f g h.
Vi skall (a, 2p) ldgga till ett horn x och kanter d h a d h d b
mellan z och horn i G, sa att ett trad bildas och e f
(b, 1p) ange pa hur manga sétt det kan goras. g

Losning:

a) G bestar av tre komponenter (alla utan cykler, dvs trad) med
hornméngder {a, d, e, g}, {b, f, h} och {c}. Resultatet da * o d ¢
med kanter laggs till G blir sammanhéngande precis om x har

minst en granne i varje komponent och utan cykler blir det precis s n.  f
om z inte har tva grannar i nagon komponent. Resultatet blir
alltsa ett trad precis om x har exakt en granne i var och en av c
G':s komponenter. x:s grannar kan alltsa t.ex. vara a, b och c.
b) x:s granne i forsta komponenten kan véljas pa 4 sétt, den i den andra pa 3
sitt och i den tredje komponenten maste det vara c¢. Multiplikationsprincipen
ger det totala antalet satt att valja x:s grannar som 4 -3 -1 = 12.

Svar a: x:s grannar kan vara a, b och c. b: De kan viljas pa 12 satt.
(Det finns enligt ovan forstas (se b) fler korrekta svar i a.)

4) (3p) Vi soker antalet horn i en 3-reguljir, plan och sammanhéngande graf
som har 3 horn mer an det antal ytor den delar in planet i.

Losning:

Lat grafen ha v horn, e kanter och » = v — 3 ytor.

Y ey 0(x) = 2e ger 3v = 2e och Eulers polyederformel (plan, sammanhingande
graf) v —e+1 =2 ger 2v — 2e +2r =4, sa 2v — 3v + 2(v — 3) = 4 och v = 10.
Svar: Grafen har 10 horn.

5) (3p) Vi ska avgdra om var och en av 15 studenter kan ges sin egen sats
som han eller hon tycker om, bland 22 st, da var och en tycker om minst 6
av satserna, hogst sex av studenterna tycker om farre an 11 och varje sats ar
omtyckt av minst fyra.

Losning;:

Det géller att avgora om det finns en (X-)fullstandig matchning i den bipartita
grafen G = (X UY, F), med X méngden av studenter, Y méngden av satser
och (for z € X,y eY) {x,y} € £ omm z tycker om y.

Enligt Halls sats (uppgift 2¢) finns en sadan matchning omm |J(A)| > |A| for
alla A C X.

Om Al =0 ar |J(A) =0 (J(A) =2 om A=0)
1< |A| <6 |J(A)| >6 (varje z € X har minst 6 grannar)
7 < |A| <11 |J(A)| > 11 (minst ett « € A har minst 11 grannar)
12 < |A‘ <15 ’ ( )’ = 22 (varje y € Y granne med minst ett z € A).

Sa |J(A)| > |A] for alla A C X och en sadan matchning finns sékert.
Svar: Ja, en sadan tilldelning av satser ar sakert mojlig.




