Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till fiktiva ks2, oktober 2017,
i SF1688 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt

a) Om en grupp G, |G| = 37, verkar pa en méngd X,
|X| = 80, finns sikert + € X med gz =z forallag € G.| X
[Ja. 37 ar ett primtal, si |Gz| = 1 eller 37 for varje x € X och 371 80.]

b) 45 € Z7961 ar inverterbart.

[Ja. 45 = 3% -5 och 3,5 { 7261, s& sgd(45,7261) = 1,] X
c) 1587 =60 (mod 221). [Ja. ¢(221) = ¢(13-17) = 1216 = 192
och sgd(15,221) = 1, sa (Euler) 15192 =551 1 och 152 = 225 =907 4 etc.] ><
d) Om (F,+,), |F| = 32, &r en kropp, finns sékert f; € F'
(i =1,2,3,4) sa att varje f € F 4r en summa av f;:n. X

[Nej. 32 =25, (F,+) = Zo X Zo X Zo X Zo X Za. Det behovs 5 st fin.)

e) Om (F,+,-) ar en dndlig kropp med karakteristik p, ar

f =1 den enda losningen till ekvationen fP =11 F. X
[Ja. 0P =0 och f € F~ {0} = o(f) | (p" —1). Bara 1 har ordning 1.]

f) f?*+1=0 for nagot f € F = Zq[x]/ (2 + 22 + 1).
[Nej. 2®4+2x+1 € Zz[z] irreducibelt, s& F en kropp, |[F~{0}| = 7*—1 = X
=342. f2= —1ger f*=1o0ch f, f> #1, sa o(f) = 4, men 4 { 342.)

2a) (1p) Vi skall ge ett uttryck for antalet banor da gruppen G verkar pa
mangden X (G, X #ndliga).

Losning;:
Antalet banor ar (?Burnsides lemma”) ﬁ ZgEG |F(g)|,
dir F'(g) ={r € X | gz = 2}(= X,).

b) (1p) Vi soker antalet f € F, en kropp med |F| = 73 = 343, med multi-
plikativ ordning 57.

Losning:

(F~{0},) ar en cyklisk grupp av ordning 73 —1 = 342 = 6-57, sa 57 | |\ {0}
Det betyder (kind sats) att det finns precis

d(57) = ¢(3-19) = 2- 18 = 36 element av ordning 57 i F.

Svar: Det sokta antalet ar 36.

c) (1p) Vi skall ge definitionen av karakteristiken for en dndlig kropp.

Losning:
Det minsta m € Z, som gor 1 +1+ ...+ 1 =0 i kroppen F kallas karakter-
istiken for F. m st




3) (3p) Vi soker alla x € Z som uppfyller 22 = 341 (mod 572).

Losning;:
572=4-11-13, sa =572 géller omm =4, =11 och =13 (Kinesiska restsatsen).
Provning ger att 22 =4 341 =4 1 omm z =4 +1,

x? =11 341 =41 0 omm x = 0 och

2% =13 341 =13 3 omm x =13 +4.

For att finna motsvarande x € Z bestammer vi y; =4 1,=1; 0, =13 0 och

Y3 =40,=11 0,=13 1:

y1=11-13-by =41 3b; =4 1. Vi kan ta by = —1, sa y; = —143,

ys =4-11-b3 =131 < 5bg =13 1. Vi tar by = 8, sa y3 = 352.

Vi far alla 16sningar mod 572: x = (£1)-(—142) + (£4) - 352 =570 £121, +165.
Svar: Alla sadana x ges av 121, +165 + 572n, n € Z godtyckligt.
(Samma méngd z kan uttryckas med z = 121, 165,407,451 + 572n, n € Z godtyckligt.)

4) (3p) Vi har f(n) = > ,, n(d)sgd(,m), for ett givet m € Z,, och soker
g(n) = Zd\n f(d) (Summor 6ver n:s positiva delare.)

Losning;:
Enligt M6bius inversionsformel ér g(n) = sgd(n,m). (h=1xf < f = uxh.)
Svar: g(n) = sgd(n,m) for allan € Z,.

5) R = Zs[x]/(k(x)) med k(z) = 2* + 22° + 42® + 4 € Zs[z] och vi (a, 1p)
soker |R| och (b, 2p) ska avgora om o? + 2o+ 3 € R ar inverterbart och i sa
fall bestdmma dess invers. o € R motsvarar polynomet x (dvs ar [z]).

Losning:

a. Elementen i R representeras bijektivt av polynom i Zs[z] med grad <
deg k’(:B) = 4, sa |R| = 5% =625 (4 koeflicienter i Zs bestdmmer polynom av grad hogst 3).
b. Vilater f(z) = 22 +2x+3 och soker (Euklides algoritm) sgd(f (), k(z)) i Zs[z].
Polynomdivision ger k(z) = f(z)(z* + 1) + g(z), g(x) = 3z + 1 och

f(x) = g(z)2x + 3, sa 3 dr en sgd och

3= f(z) —2x(k(z) — (2* + 1) f(x)) = (223 + 2z + 1) f(x) + 3z k().

2-ibada leden ger f(z)(4a®+4z+2)+x k(z) =1, sa f(z) (4o’ +40+2) =g 1,
dvs f(z)™' =423+ 42+ 21 R.

Svar a: |R| = 625, b: Inverterbart, (a? + 2a + 3)™! = 4a® + 4a + 2.




