Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till fiktiva ks2, september 2017,
i SF1688 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt

a) Tva permutationer o, € S, ar konjugerade omm

oa = fo for nagot o € S,, (permutationerna av {1,2,...,n}). ><
[Jada. Ekvivalent med definitionen att 8 = cac ™! fér nagot o € Sy.]

b) For varje udda permutation 7 av {1,2,3,4,5} &ar
72(k) = k for nagot k € {1,2,3,4,5}. X
[Ja. Mojliga cykelstrukturer &r [14], [23], [132], s& minst en 1-cykel i 72.]

c¢) Om (G, *) ar en grupp och ax* (bxc) = (axb) x ¢ for alla
a,b,c € G, ar G sakert en cyklisk grupp.  [Nej. Likheten X
géller i alla grupper (associativitet) och det finns icke-cykliska grupper.]

d) For alla grupper G och alla z,y € G med 2? = y? ar
T = 1. [Nej. Motex: i gruppen ({1,—1},-), ir 17 = (=1)%, 1 # —1.] ><

e) Om A, B ar hogersidoklasser till samma delgrupp H till

gruppen G, finns det sakert en bijektion f: A — B. X
[Jada. Om A = Hg1, B = Hge ger f(a) = ag; ‘g2 en sadan bijektion.]

f) Om {a''}2, och {a$?}22, bida uppfyller att

(pio = Tapi1 — 2a, + 1 for n € N, gor ocksa {ag’) 0 X
det da CLS’) = agll) + af). [Nej. Evationen &r inte homogen. |

2a) (1p) ¢ : Zs — Z3 ges av ¢(0) = 0, ¢(1) = 2, ¢(2) = 1. Vi ska avgdra om
¢ ar en isomorfi av gruppen (Zs, +) pa sig sjalv (en automorfi).

Losning;:
Z) gZ5 ar en bijektion (injektion och surjektion). ZZ) ¢($) = —x (alla z € Zs), sa

¢z +y) = —(z+y) = (=2) + (=y) = 6(2) + ¢(y) (ala z,y € Zs).
i),11) ger (enligt definition) att ¢ &r en automorfi.

Svar: Ja, ¢ ar en automorfi for (Zs, +).

b) (1p) g € G, en grupp, uppfyller g = 1. Vi soker mdjliga virden for o(g).

Losning;:

Ordningen maste vara en delare till 75 och alla positiva delare till 75 (dvs 1,
3, 5, 15, 25, 75) ar mojliga ordningar for g (de férekommer i den cykliska Cs).
Svar: Alla méjliga varden for o(g) ar 1, 3, 5, 15, 25, 75.

c) (1p) Vi soker alla {a,}>2, med apy3 =7 ano — 15a,41 + 9a, for n € N.

Losning;:

Ekvationen ar linjar med konstanta koefficienter och homogen. Dess karakte-
ristiska ekvation 22 — 722 + 15 2 — 9 har en enkelrot 7; = 1 och en dubbelrot
ro3 = 3, sa den sokta allménna l6sningen &r a, = A- 1" + (Bn+ C) - 3", dér
A, B, C ar godtyckliga konstanter.

Svar: a, = A+ (Bn+C)-3", dar A, B, C ar godtyckliga konstanter.




3) m,0 € Sy gesavw = (12
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7, 7~ och o pa cykelform och (b, 1p) finna ett 7 € S; sadant att 77 har

ordning 12.

Losning;:
a. 7(1) =7, 7(7) = 5 w(5) = 2,... ger i cykelform 7 = (1752)(36)(4), sa
(cyklerna baklanges) 7 (1 25 7) (3 6) (4)

Pss. 0 =(1645)(2 )( 7) och mo = (1752)(36)(1645)(37) = (1357642).

b. Eftersom o(77) = mgm av dess cykelldngder = 12, maste en cykelléngd vara

delbar med 3 och en med 4. Enda mdjliga typen for 7w ar [34]. T.ex. kan

man ta 7m = (1234)(567), dvs 7 = (7m)m~ ' = (1234)(567)(1257)(36) =

(137264)(5).

Svara: m = (1752)(36), 7! = (1257)(36) ochmo = (1357642),
b: T.ex. 7 = (1 3726 4) . (Det gar forstas ocksa bra att skriva ut 1-cyklerna.)

4) (G,%), dir G = {u,v,z,y,z}, ar en grupp med 5 element och u *x u =
r,uxx =y, uxy = z. Visoker (a, 1p) o(u), u:s ordning, (b, 1p) G:s iden-
titetselement och (c, 1p) hela G:s grupptabell.

Losning:
|G| = b, ett primtal, och o(u) 75 1 (u # 1 (identitetselementet),

ty u? #u). o(u) | |G|, sa o(u) = 5.

b. uxv 7§ T, 1Y, Z (grupptabellen &r en latinsk kvadrat) och uxv 7é v
(u # 1 enligt a.), Sa © * v = u (latinsk kvadrat igen) och v &r
identitetselementet. (alt. 2 =u?, y=u®, z =u* alla#1,s8 v =1.)
c.cv=1lLu=u,z=1uy =1 2=utger med v’ =1
tabellen harintill.

Svar a: o(u) = 5, b: v ar identitetselementet, c: Se ovan.
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5) G = Uy, gruppen av inverterbara element i (Zsg,-). Vi ska (a, 1p) finna
|G| och (b, 2p) avgora om G ar cyklisk och i sa fall ange en generator for G.

Losning:

a. G = Up = {2 € Zoy | sgd(z,22) = 1} = {1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}, s4
|G| = 10.

b. G &r cyklisk omm nagot g € G har ordning o(g) = |G| = 10.

Eftersom o(g) | 10 &r o(g) = 10 omm o(g) # 1,2,5. (o(g) = 1 omm g = 1.)
Viprovar: 32 =9,3"=993=(-7)-3=1,5=25=3,5=33-5 =45 =1,
men 72 =5 7 =5-5-7=3-T=21+# 1,54 o(7) = 10.

Svar a: |G| = 10, b: G ar cyklisk. 7 ir en generator (liksom 13, 17, 19).




