Matematik, KTH Diskret matematik for D3, ht 2013
B.Ek

Nagra extra exempel

(")VDing 1, fr 6 september
1. Minns fibonaccitalen F,: 0,1,1,2,3,5,8,13,..., rekursivt definierade av

=0 F =1
Fn+2:Fn+1+Fn7 n:O,17...

Visa att for allan =1, 2, ... galler

F F 1 1\"

2y 2 2 n+1 n o\ _

F* 4+ F? = ZF = F,F,,1 och ( S Fm) = (1 0)

2. I en graf med atta horn har sju av hornen valenserna 1,3,3,4,5,6,7. Vilka
varden ar mojliga for det attonde hornets valens?

3. Visa att om valensen for alla horn i grafen G = (V, E) delas av primtalet
p#2,dvs p|d(v), for alla v € V, sa géller att talet p delar antalet kanter e,
dvsp | |E|.

4. Hur manga horn kan en graf med 28 kanter ha som mest, om valensen hos
varje horn ar minst 37

(")vning 2, on 11 september

1. Det &r i allménhet svart att avgdra om en (stor) graf har nagon hamilton-
cykel (i motsats till att avgéra om den har nagon eulerkrets). Detta exempel
illustrerar ett sétt (som fungerar ibland) att visa att en graf inte har nagon
hamiltoncykel.

a. Visa att om m och n ar udda heltal (inte bada = 1) kan en springare inte i
en foljd drag besocka alla rutor pa ett m x n-"schackbrade” precis en gang och
aterkomma till startpunkten. (En springare gar i ett drag tva rutor framat och en at sidan.)
b. Visa samma sak for ett brade av format 4 x n, n heltal.

2. Har grafen till hoger nagon hamiltoncykel?
Ge exempel eller forklara varfor ingen finns.

3. Visa att om for varje par av horn x och y i en graf G med n horn galler att
o(x) +40(y) 2n—1
sa ar grafen sammanhéngande.

4. Visa att om en graf G ar osammanhangande sa maste komplementgrafen
G vara sammanhangande.

5. Lat G = (V, E) vara en graf. Visa att hornen i V' kan fargas med hogst tva
farger, sa att varje horn har samma farg som hogst halften av sina grannar.



évning 3, fr 13 september

1. Antag att G ar en ssmmanhéangande 4-reguljar graf som dessutom ar planar.
Hur manga ytor har en plan ritning av G om G har 16 kanter?

2. (Fran planaritetsstencilen) | en sammanhangande plan graf har alla horn valens 3
eller 5. Antalet horn ar 12 och antalet ytor &r 11. Hur manga horn har valens
3 och hur manga har valens 57

3. (Fran planaritetsstencilen) 1 en 3-reguljar, plan, sammanhangande graf har alla

ytor antingen 4 eller 6 kanter (ocksa den obegridnsade ytan). Hur manga ytor
har 4 kanter?

4. Den s.k. Petersens graf (se &ven Biggs 15.2:2 och 15.8:3) har grannlista
a b cde f g h i j (Ett vanligare (&n som i fig. 15.14 i Biggs)
b ab c a a b ¢ d e sitt att rita grafen &r som en femhorning
e ¢ dedh i f f g medhorniordningen abcde och innanfor
f g h i j i j j g h dem deras respektive grannar fghij (som

blir spetsar i en inre stjdrna).)
Visa med hjélp av dels Kuratowskis och dels Wagners sats (se planaritetssten-
cilen) att Petersens graf inte ar planér.

5. Tio tentander har gjort en tentamen med tio uppgifter. Varje uppgift kla-
rades av minst sex skrivande. Varje skrivande klarade minst fyra uppgifter.
Visa att man kan fordela uppgifterna med en per tentand, sa att var och en
har klarat sin uppgift.

évning 4, on 18 september

1. Finn den storsta gemensamma delaren till talen 2373 och 1638, sgd(2373,1638)
(i boken kallad ged(2373,1638)) och anvind den for att berdkna samma tals
minsta gemensamma multipel, mgm(2373,1638) (i boken kallad lem(2373,1638)).
2. Lat k vara ett heltal. Visa att 3k + 2 och 5k + 3 ar relativt prima, dvs att
sgd(3k +2,5k +3) = 1.

3. Emma har 75 kr, allt i 16 st kronmynt (dvs 1-, 5- och 10-kronor).

Hur manga mynt av varje sort har hon?

4. Ar det for alla heltal n sant att om 10 | n? sa géller 10 | n?
Ar det for alla heltal n sant att om 9 | n? sa galler 9 | n?



évning 5, fr 20 september

1*. Talet 2% har (i bas 10) 9 siffror, alla olika. Vilken siffra fattas?
2. Visa att om heltalen z, y, z uppfyller 23+ 3y> =923 sa édr v =y = 2 = 0.

3. Kalla en trippel heltal (a, b, ¢) for en pythagoreisk trippel om a?+b? = 2,
dvs om a, b, ¢ ar (mitetal for) sidorna i en ratvinklig triangel. Exempel pa pytha-
goreiska trippler ar (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17) och (3312,16766, 17090).
Visa att om (a,b,c) ar en pythagoreisk trippel maste

a. minst en av a och b vara delbar med 3,

b. minst en av a, b och ¢ vara delbar med 5,

c. minst en av a och b vara delbar med 4.

4*. Finn alla heltal z, y och z sa att 22 + y? + 2% = 22y2.

Ovning 6, to 26 september

1. Ge exempel pa mangder X,Y, Z och funktioner f : X — Y, g:Y — Z, sa
att sammanséattningen gf : X — Z &r en bijektion, trots att varken f eller g
ar det.

Lite svarare: Samma uppgift, men med kravet att X =Y = 7.

2*. Enligt den sats av Cantor som presenterades pa forelasningen ar potens-
mangden till N inte uppraknelig, dvs det finns 6verupprakneligt manga méangder
av naturliga tal, |P(N)| > |NJ.

Visa att antalet &ndliga méangder av naturliga tal ar upprakneligt, dvs

|Prin(N)[ = [N,
dar me(N) = {A | ACN, |A| < OO}
Ledning: Det finns en enkel bijektion mellan N och Py, (N).
3. Hur manga positiva delare till talet 2646000 finns det??

4. Pa hur manga satt kan 13 personer placeras pa 13 olika stolar kring ett runt
bord, utan att Lisa och Olle (som é&r bland de 13) sitter bredvid varandra?

5*. Vad ar for n € N
5]

n n—1 n— 5]\ n—Fk\,
@)+ () () -2 (0
k=0
Visa det. (5] &r heltalsdelen av %, det storsta heltalet som ar < 2.)

6. Lat aq,as,...,a, vara heltal. Visa att det finns en icke-tom delméangd av
dem, vars summa ar delbar med n.

7*. Lat k > 0 vara ett naturligt tal.
Visa att det finns ett n > 0, sa att k | F),, dar F,, ar fibonaccitalet nr n, som
vanligt definierat av

=0, F; =1
F,oo=F,1+F,, allaneN.



évning 7, fr 4 oktober

1. Finn arean for en sfarisk triangel med vinklarna «, 3, pa en sfar med radie
R. FEn sfarisk triangel har delar av tre storcirklar som sidor och en sfar med
radie R har arean 47 R2.

(")vning 8, to 10 oktober

1. I en familj bestaende av 4 personer forekommer alla de sju dédssynderna
(hogmod, girighet, véllust, avund, frosseri, vrede och littja). Varje person
hemfaller tyvérr at minst en av synderna, men dessbéttre férekommer ingen
av synderna hos mer an en av dem.

a. Pa hur manga sitt kan synderna vara fordelade?

b. Hur manga fordelningar ar mojliga om ingen hemfaller at bade girighet och
lattja?

2. Pa hur manga sitt kan 7 kulor fordelas pa 4 lador i foljande fall?

a. Sarskiljbara kulor, sarskiljbara lador, lador far vara tomma.

b. Sarskiljbara kulor, sarskiljbara lador, lador far inte vara tomma.

c. Identiska kulor, sarskiljbara lador, lador far vara tomma.

d. Identiska kulor, sarskiljbara lador, lador far inte vara tomma.

e. Sarskiljbara kulor, identiska lador, lador far vara tomma.

f. Sarskiljbara kulor, identiska lador, lador far inte vara tomma.

3*. Finns det andra séitt (dn 1,2,3,4,5,6 pa bada) att fordela 6gonen pa tva
tarningar, sa att sannolikheten for varje totalt antal 6gon blir samma som for
vanliga tarningar (dvs det skall ga att fa totalt 4 pa 3 sétt, att fa totalt 11 pa
2 sétt osv)? Om det gar, beskriv alla méjligheter.

Tarningarna skall ha normal kubisk form, inte vara viktade och antalet 6gon
pa varje sida skall vara ett positivt heltal.

(")vning 9, to 17 oktober

1. I en radhusldnga med sex hus (med nr, i ordning, 1-6) bor sex gifta par
(vart och ett bestaende av en kvinna och en man), ett par i varje hus.

Var och en av kvinnorna har ocksa (precis) en bror bland de sex ménnen och
omvant. Ingen bor granne med, eller ar gift med, sin syster eller bror.
Anders har bara ett grannhus och bara en svager (han bor i det ena gavelhuset,
nr 1, och hans frus bror &r hans systers man). Anders granne Boérje ddremot,
har bade tva grannhus (forstas) och tva svagrar.

a. I vilket hus bor Anders syster Anna?

b. I det andra gavelhuset, nr 6, bor Cecilia med sin man. Borjes syster heter
Birgitta. Ange var vart hus frus bror bor.



évning 10, ti 5 november

1. Det gar att fylla i vidstaende tabell sa att x|a b ¢ d f ¢
den blir multiplikationstabellen for en grupp, dess a c
grupptabell. Gor det. b d c
a. Ar gruppen abelsk? c f g

b. Vilket element &ar identitetselement? d a b
c. Bestam inverser till alla element. f c d

d. Bestam ordningen for alla element och alla cyk- g a

liska delgrupper till gruppen.
e. Berdkna axb*cxdx* f x g. (Behovs hér inga parenteser?)

2. Lat GG vara en grupp med identitetselementet 1 och a,b,c € G.

ar® =10

a. Givet att z € G uppfyller { 3 _ 1 vad ar x?
23—

)

(raz)® = bz

2

vad ar z7
r?a = (za)™,

b. Givet att x € G uppfyller {

. Visa bac =a ' = cab=a"".

c

d. Visa (abc)™! = abc = (bca)™ = bea.

e. Visa att a®> = 1 = a har en kvadratrot, dvs for ett r € G giller a = r?.
f. Visa att b?ab = a~! = a har en kubikrot, dvs for ett s € G giller a = s3.

Blandade exempel (for den roade) (en del av dem éir svara)

Till dessa kommer det inte att laggas ut 16sningar pa kurssidan, men den som
vill ar valkommen att komma och diskutera dem med lararen.

1**. Visa for fibonaccitalen {F,}0 att sgd(Fin, F) = Figamn)-

2**. Tva fyrar blinkar med intervall a respektive § (minuter). « och § &r ir-
rationella tal sadana att é—l—% = 1 (dvs i medeltal kommer ett blink per minut).
Visa att om de bada blinkar vid tiden ¢ = 0 kommer det under ”heltalsminuten”
mellan n — 1 och n precis ett blink, for alla heltal n > 1.

3**. Vilka siffror &r de 100:e decimalerna i (v/2+41)'%% respektive (v/2+4-1)10017

4**. Pa en forelasning visades att om man utgar fran 6 punkter och mellan
varje par av dem drar antingen en rod eller en bla linje, uppstar minst en
enfargad triangel.

a. Visa att det i sjilva verket blir minst tva enfirgade trianglar.

b. Visa att om man i stallet utgar fran 10 punkter och gor pa samma satt,
uppstar antingen en helt r6d triangel eller en helt bla "tetraeder” (dvs fyra
punkter som alla parvis ar féorbundna med bla linjer).

c. Visa att det i b racker med 9 punkter.

5. Av en cirkuldr tarta, med (choklad)brun ovansida och (tartbottens)vit
undersida, skéars bitar med medelpunktsvinkel z intill varandra. Da en bit
skurits, vinds den genast upp och ner och laggs in pa sin gamla plats (dar den
pa magiskt vis véxer fast igen). Detta upprepas runt, runt tartan.

Lat nx < 27 < (n+ 1)z, n € Z,. Efter k < n véndningar ar tartans ovansida
alltsa vit pa en sektor med vinkel kz, resten brun. Efter n + 1 vandningar ar
den vit, bortsett fran en mindre brun sektor (som vénts tva ganger).

a. Kommer tartan(s ovansida) nagonsin att bli helt vit? I sa fall, efter hur
manga vandningar?



b. Kommer tartan(s ovansida) nagonsin att bli helt brun igen? I sa fall, efter
hur manga véndningar?

6**. Givet fyra linjer i planet, inga tva parallella och inga tre genom samma
punkt.

Langs varje linje kryper en lus, var och en med sin konstanta hastighet. Visa att
om tva l6ss mots (utan att stanna upp) vid fem av linjernas skarningspunkter,
sa mots ocksa tva loss vid den sjatte skarningspunkten.

7**. 1 en population med speciella (matematiska) kameleonter finns vid ett
tillfalle 116 roda, 97 gula och 84 bla individer.

Nar tva olikfargade av dessa kameleonter mots, byter de bada farg till den
tredje fargen. Kan fargfordndringarna upphora, dvs kan det handa att alla
kameleonterna till sist far samma farg?

8**. 100 personer (alla med olika namn) far ett mérkligt erbjudande.

I ett rum star, far de veta, 100 lador, numrerade fran 1 till 100. Var och en av
personerna far skriva sitt namn pa en lapp och de hundra lapparna fordelas
slumpmassigt i ladorna, en i varje lada.

Varje person skall sedan ga in i rummet och ldsa namnet i en av ladorna. Om
det inte ar hans eget namn far han forsoka en annan lada osv. Om han finner
sitt eget namn genom att titta pa hogst 50 av dem, har han lyckats och skall
lamna rummet precis som han fann det (och inte kommunicera med de andra)
och nésta person komma in och forsoka.

Om de alla lyckas, dvs finner lappen med sitt eget namn far de sackvis med
guldpengar att dela pa, annars (om en enda av dem misslyckas) far de ingen-
ting.

a. Vad ar sannolikheten att de skall fa pengarna om de inte heller far ha kon-
takt innan de gar in (och saknar andra ledtradar, typ rontgenblick)?

b. Visa att de om de i forvag far bestamma en gemensam strategi kan cka
sannolikheten att de skall fa pengarna till 6ver 30%(!).

9**. 100 personer har biljett till varsin av de 100 platserna i en biosalong. Den
som gar in forst har dock tappat sin biljett och sétter sig pa en slumpmassigt
(likafordelat) vald plats. Var och en av de dvriga sitter sig pa sin egen plats
om den ar ledig, annars pa en lika slumpmaéssigt vald (ledig) plats.

Vad &r sannolikheten att den som kommer in sist hamnar pa sin egen plats?
Att den k:e personen fran slutet hamnar ratt?

10**. Tre personer far veta att de samtidigt skall fa varsin hatt pa huvudet,
var och en med sannolikhet % en rod och sannolikhet % en bla hatt, de olika
hattarnas farger oberoende. De kan se de tva andras hattar, men inte sin egen.
De ges chansen att gissa fargen pa sin egen hatt, men kan avsta fran att gissa
om de vill. Om (och endast om) minst en gissar rétt farg pa sin egen hatt och
ingen gissar fel, far de (alla) ett pris. De far inte veta om eller vad de dvriga
gissar.

Hur stor sannolikhet att vinna kan de fa, om de i férvag kan komma Overens
om en strategi for gissandet? Om de t.ex. bestdmmer att A skall gissa "rod”
och att B och C skall avsta, har de tydligen sannolikheten % att vinna, men
kan de oka sannolikheten?

Hur stor sannolikhet kan en bra strategi ge om de ar femton personer?



