KTH Matematik

Losningar komplettering SF1633, Differentialekvationer I, 30 november 2007

1. Skissa (det endimensionella) fasportrittet f6r den autonoma differentialekvationen % =

cosy och bestdm alla virden pa yo sa att lim, .o y(r) = 5, da y(x) &r en 16sning till
begynnelsevardesproblemet

% = cosy

y(0) = o

Losning: For att rita ett fasportratt finner vi forst

(Du behover inte 16sa ekvationen.)

de kritiska punkterna. De ges av cosy = 0, dvs kri- 5o N

tiska punkter ar P,, 2

med y =35 +nm, n=0%1,%2,... /
y vaxer i de intervall mellan de kritiska punkterna %ﬁ

dar derivatan, dvs cosy, dr positiv och avtar dar den

6]
w

ar negativ. Portréittet blir som punkterna och pi- Lis

larna har intill. 2

Man ser att precis om begynnelsevérdet yy uppfyller . =2 24
—Z < yo < 2, kommer l5sningen att gd mot  d& 2 =

Tr — OQ.

w
3

]
Svar: Fasportritt enligt figuren till héger,
l16sningar gr mot 7 d& r — oo precis om /
3 :
—% < yo < 77‘- / o] \

fasportréttet nagra losningar
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> 0—<+—0—>—0—<+—0—>— 0«

2. Finn den allménna losningen till differentialekvationen

2?y" — (42® +32)y’ + (42 + 6z +4)y =0, = > 0,

da vi vet att y;(x) = 22 €2 Ar en 16sning.

Losning: Vi anvinder metoden med reduktion av ordningen och skriver losningen som
y(z) = y1(z)u(z) = 2% e** u(x) och finner y’ = 2% e** v’ + (222 + 2z) €** u och

y" = 2% e?u’ + (422 + 4x) 2 u’ + (422 + 8z + 2) 2% u.

Inséttning i ekvationen ger x* u” 4+ 224’ = 0 (om man far kvar en u-term hir, ir antingen
y1 inte en losning, eller sa har man réknat fel och bor reagera!). Eftersom x # 0 ar det
detsamma som zu” +u' = (zu')’ =0,sa xu’ = ¢, v’ = < och u(x) = c1 Inz + ¢, sa
Svar: Den allménna l6sningen till ekvationen dr y(z) = =2 €2® (¢; Inz + c2),
c1,2 godtyckliga konstanter.

3. Vad ar y(5) om y(t) ar 16sningen till problemet (6(¢) &r Diracs deltafunktion)

y" =2y’ +by=—e"6(t—m) 0
y(0) =0, y'(0) =1 '

Loésning: Vianvéander laplacetransformen och har med £{y(t)} =
Y(s)att L{y'} =sY —y(0) =sY och L{y"} = s L{y'}—y'(0) = '
s?Y — 1. Vi far (transformen verkar linjirt) att s?Y — 2sY +
5Y —1=((s—1)2+4)Y —1=—e"L{06(t —7)} = —eT e ™™, sa
Y(s) = (5711)2+4 (sil);+4‘ Inverstransformering ger y(t) = “
felsin2t —e™ L sin2(t —m) Ut —7) = (1 -U(t— 7)) Fe’ sin 2t. =
U(t) ar har Heavisides stegfunktion. -
Dat > 7w ar y(t) identiskt 0, sa 0
Svar: Det s6kta virdet ar y(5) = 0. ,5
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4. Bestdm typ och stabilitet for den kritiska punkten (2,1) till det autonoma systemet

v =22y —2xy?
Yy = a2y — 4y

Losning: For att avgora vilken typ av kritisk punkt den
ar, lineariserar vi kring (2,1).
Jacobimatrisen for avbildningen som ges av hogerleden ar

_ [ 2zy—2¢y® 22—daxy
J(x,y)—( 2my?  2ay—1242 ) 12]

Fér (z,y) = (2,1) fas J(2,1) = (3 Z1). Egenviirdena ar
rotterna till den karakteristiska ekvationen

0= 25 =-8+22+A2+16 =22+ 2\ +38,

sa A2 = —1+4+/7. Tva icke-reella egenvirden med negativ
realdel, sa (2, 1) &r en stabil spiralpunkt (vilken som namnet 067
anger ar en stabil punkt).

(Alternativt kan man forstas anvinda 7 = —2, A = 8 etc.) x
Svar: Den kritiska punkten (2,1) ar en stabil spiralpunkt.
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5. Lat den 27-periodiska funktionen f(z), som ges av att
dao<z <3

o 3
da § <z <=5
da 37” <x<27

fz) =

00 NI s =

ha fourierserien 4 + >~ | (a,, cos nx + by, sinnx).

Bestam alla koefficienterna a, och avgoér ocksa vilket véirde serien konvergerar mot, da

z = 27, (Du behdver inte bestéimma koefficienterna b,,.)
L6sning: Funktionen f(x) — % ar en udda 2m-periodisk funktion, sa dess fourierserie in-

nehaller bara sinus-termer. Det betyder att f(z) har en fourierserie: % + sin-termer, sa
ap=1,a,=0,n=1,2,....

_ 1] -
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Eftersom f(x) &r styckvis kontinuerlig och styckvis kontinuerligt deriverbar, konvergerar
serien for varje  mot 3(f(z —0) + f(z +0).
[ dr 2m-periodisk, s& 5 (f(25E —0)+ (55 40)) = $(f(3E—6-2m—0)+ f(ET—6-21+0)) =
$(f(3—=0)+ f(5+0)) =1(3+3) = 2 och serien konvergerar for x = 25 mot 3.
Svar: De so6kta koefficienterna ges avag =1, a,, =0, n =1,2,3,...,
for @ = 23" konvergerar serien mot viirdet 3.




