KTH Matematik

Loésningar tentamen 14 november 2006 i 5B1206, Differentialekvationer I

1. Vi séker y(z) som uppfyller y’ = 22 + 22y? och y(0) = 1.
1-111-1/2 = a%

Ekvationen &r separabel, den kan skrivas Integration ger

arctany = % + C, dar C ar en konstant som bestams av villkoret att

y(0) = 1. Det ger arctanl = 0+ C, sa C = §. Da y(z) loses ut, fas

3 R 3 3
yz) =tan(% +7),dd —F < L + T < I, dvs -3 <L < T

Svar: Losningen ar y(x) = tan(%3 + 7), da —13/97"' <z < P 37'".

2. Vi soker den allménna lésningen till zy” — (2¢ 4+ 1)y’ + (x + 1)y =0, x > 0, da vi vet
att yy(z) = e® &r en 16sning.

For att anvinda reduktion av ordningen skriver vi y(z) = w(z)y:1(z) = u(x)e®. Det ger
y' = (u" +u)e® och y” = (u” + 2u’ + u)e®. Insdttning ger att ekvationen blir (z(u” +
2u'+u) — 2+ 1)(u' + u) + (x + 1)u)e® = 0. Eftersom e” # 0 dr det detsamma som
zu” —u' =0. Med v =u’ har vi alltsa ekvationen zv’ —v =0, dvs (z > 0 ju) v/ — Lv = 0.

En integrerande faktor &r e~/ pdr — % och ekvationen kan skrivas (%v) = 0, med 16sning

Ly =C, dvs v(z) = Cz = u'(z), C en konstant. S& u(z) = C”” 4¢3 och (med ¢; = §)
y(z) = u(x)e® = c1a%e® + coe®. Siledes Svar:
Den allminna lésningen ar y(x) = ci1x2e® + cpe®, c1,2 godtyckliga konstanter.

3. Vi soker alla y(t) som uppfyller y” +y’ — 2y = 346(t — 1) och y(0) = 1,y’'(0) = 1.
Laplacetransformering ger L{y(¢)} = Y (s), L{y'(¢)} = sY (s)—y(0) = sY (s)—1, L{y"(t)} =
s2Y (s) — sy(0) —y’(0) = s2Y(s) —s — 1 och L{§(t — 1)} = e~*. Insiittning i ekvatlonen ger
s2Y(s) —s—1+sY(s) =1 —2Y(s) = 3e%, dvs (s> + 5 — 2)Y(S) =(s—1)(s+2)Y(s) =
s+ 24 3e~°. Vi loser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y'(s) = 511 + 5:1 - &
Eftersom £{e*} = -1 och L{f(t —b)U(t — b)} = e " F(s) (da b > 0, U &r Heavisides
stegfunktion) fas

Svar: y(t) = et + et~ Ut — 1) — e 2D Yt —1).

—s

4. Vi soker x(t) som uppfyller x’ = (i _12 g

Forst bestammer vi A:s egenvéarden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir 0 =
det(A —\I) = ’ 12)‘ _21_A ‘ =(1-XA)(-2-X)—4-1= X2+ X —6, med 16sningar \; » = —% +

)x: Ax och x(0) =

\/(=3)? = (—=6) = 2,—3. Motsvarande egenvektorer fas som lésningar till (A — M)k = 0,

dvs
for =2 (' L 8) e (1ol ), vikan vilja egenvektorn ki = (1),
for Ao = =3: (111 9) < (§819), vi kan vilja egenvektorn ky = ( %).

Den allménna 18sningen till ekvationen ges av x(t) = >, c;k;et = c1kieM? + cokoe?2! =
e (1) e 4o (1) e Villkoret x(0) =¢1 (1) +ea () =(2) ger 1 = 1,00 = —1, s

s w (1) 2t (1) _a_ (€ —e¥
Svar: Losningen ar (1> e <_4) e ™ = g2t | go—3t )

5. Vi soker konstanten a sa att f( )=x+aoch g(z)=2%+1ér ortogonala pa intervallet

[0,1], dszf (f,9) fo da:ffo (x4 a)(z? +1) dxffozr +azr?+x+a)dr =
l+ + +a77+ av1lketger
Svar a——i

16°



0 3
En fundamentalmatris har linjart oberoende 16sningar som kolonner, vi séker dem. Efter-
som A bara har O:or under diagonalen ges egenvirdena av diagonalelementen, A\ o2 = 1, 3.
Motsvarande egenvektorer fas som i uppgift 4, de &r ky = () och ko = (1). De ger linjart
oberoende 16sningar x1(t) = kye? och x3(t) = koe®, s

6a. Vi soker en fundamentalmatris ®(t) till systemet x’ = ( ) x = Ax.

t 3t
Svar: ®(t) = 60 23t .
6b. Vi soker den allménha losningen till systemet x’ = X + 2eet

1 2
0 3
Vi anvénder variation av parametrar och skriver x(t) = ®(t)u(t), vilket ger ekvationen

®(t)u’(t) = (26 ) som ger u'(t) = (2;—1” ), sdu(t) = (_;;@icz). Inséttning ger

_ t
Svar: Losningen x(t) = < < —Ztt) € > + ®(t)c, c= <21> godtycklig, konstant.
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7. Vi soker alla f(t) med f(0) = 0 som uppfyller f'(t) + fg e?“ f(t —u)du = 2(cost —sint).
Laplacetransformering ger £{f(¢ )} = F(s) och L{f'(t)} = sF(s) — f(0) = sF(s), medan

integralen dr en faltning, sa E{fo e f(t —u)du} = L{2}IL{f(t)} = L F(s) Vidare
galler £{2(cost — sint)} = 2(§+P. Man far ekvationen sF'(s) + SizF( ) = 253:1), dvs

%F(s) = 2§§;P, sa F(s) = c 21(§(521) 32131 — -1 (partialbraksuppdelning) och

Svar: f(t) = cost + 3sint — et

z'=1—x
8. Vi soker alla kritiska punkter och deras stabilitet for det autonoma systemet { Y
De kritiska punkterna &r losningarna till ekvationssystemet =

1—ay=0

vy . Den andra ekvationen siger att * = 33 och da
z—1y>=0

det sitts in i den forsta fas 1 = y*, s& (y reell) y = £1 och de

kritiska punkterna ar (1,1) och (=1, —1). For att linearisera kring

dem anvénder vi jacobimatrisen J(z,y) = (zy ;z )

For (z,y) = (1,1), J(1,1) = (7' Z}), enda egenvirde A = —2.
ReX < 0,54 (1,1) &r en stabil kritisk punkt (en oegentlig nod).
Pss. J(-1,-1) = (1 ,3) egenvérden A\j o = —1++/5. Re\; > 0,
sa (—1,—1) &r en instabil kritisk punkt (en sadelpunkt).

Svar: Kritiska punkter: (1,1) (stabil) och (—1,—1) (instabil).

9. I en kvadratisk platta, sidoldngd 7, dr temperaturen u(z,y). Stationdr temperatur,

sa den uppfyller Laplaces ekvation u,, + u,, = 0. Randvillkoren ir u(0,y) = u(z,0) =

w(m,y) =0, u(z,m7) =1,da 0 < z,y < w. Vi séker u(x,y). {X” y

x Y
X(0) = X(7r) =Y (0) =0.
X" = -\X, X(0) = X(7) = 0 har 16sningar (andra &in 0) precis dd A = n?, n =1,2,.

De motsvarande 16sningarna ar u, (x,y) = X, ()Y, (y) = ¢, sin nz sinh ny.
Superposition ger var allménna 16sning u(z,y) = >~ ¢, sinnz sinh ny.
Koefficienterna ¢, bestams av det inhomogena randvillkoret u(z, ) =

1,
o' . . 2
S cpsinnazsinhnr =1, 0 <z < m. En sin-serie, sé ¢, sinhnr = 2 [

= — = —)\
Variabelseparation: Losning av formen u(z,y) = X (z)Y (y) ger

0<x<m,dvs
1-sinnxdx =

2 [7cosnw}ﬂ' 211" [ _ 0, n jamnt,
T no 0w 4 pudda
™

. _ oo 2(1—(=1") _. sinh ny
Svar: ’U,(CC, y) - Zn:l ™ SIMNT o

> . Insattning ger

10. Funktionen f(z) r deriverbar for alla x € R och y(x) = yo(x) 16ser y’ +e/ @y = f'(x).
Vi soker en 16sning z(z) till 2’ 4+ y§(x)z = yo(x).

z-ekvationen har integrerande faktorn e¥(*) och kan skrivas (e%0(*)z)" = yq(z)e¥0(®). Efter-
som yj-+e/@yo = £/(2), far man yo(2)ew®) = —(yl(x)— ()@@ = (—ewix)=F@),
sa e¥0 (@) z(z) = —e¥o(®)=f(@) 4 € C konstant. Allminna lsningen ir alltsa

2(x) = —e~ @) 4 Ce ¥ C =0 ger en 16sning som inte innehaller yo(z).

Svar: En I6sning dr z(xz) = —e—7(®),



