KTH Matematik

Loésningar kompletteringen 5B1206, Differentialekvationer I, 4 december 2006

1. Los foljande begynnelsevardesproblem och ange det storsta intervall dar 16sningen ar
definierad

y' — ﬁ Yy= (4327)2
y(0) =2

Losning: Ekvationen ar linjar av forsta ordningen.

En integrerande faktor ges av e/ 7 @ = ¢2Inl4—zl — (4 — )2
Da ekvationen multipliceras med denna faktor fas

(4 —2)%y’ —2(4 —x)y =2z, dvs ((4 — x)%y)’ = 2z, s&

(4 —z)%y = 22+ O, C en konstant, som bestims av begynnelse-

villkoret: (4 —0)2-2=0%+ C, sd C = 32 och y(z) = (gfj;’fz

Eftersom funktionen bara ger en l6sning i ett intervall dir den
ar deriverbar och den &r given for x = 0 och inte definierad for
x = 4, ar det sokta intervallet | — oo, 4].

Svar: Lésningen ges av y(x) = ("ff_"j)i i det maximala intervallet | — oo, 4].

Losningen:

-0 8 6 4 -2 o3 2

2. Diﬁ'erentialekvationen y/ — 2kl g/ 2tly — 0, 2 > 0, har 1osningarna y; () = €” och

yo(z) = 2%e® (det behdver du inte visa).
Anvand detta for att finna den allménna l6sningen till ekvationen

y//_ 2x+1y + x+1y_ 2§i17 (E>0.

Losning: Eftersom y1(x) = €® och ya(x) = x2e® ér linjirt oberoende (ty ci1e® + cox?e® =
(c1 + coz?)e® = 0 (for alla ) bara om ¢; = ca = 0 — eller anvind Wronskideterminanten),
utgor de en fundamentalméngd I6sningar till den homogena ekvationen.

Vi anvénder variation av parametrar. Alla l6sningar till den inhomogena ekvationen kan
skrivas y(z) = w1 (z)y1(z) + va(x)y2(x), dar ui(x), uz(x) uppfyller (koeff. for y” &r ju 1)
u(@)y1(2) + us(z)y2(x) = 0 och ui(x)y(x) + ug(x ) 5(z) = ekvis HL, dvs

{ul’(aﬁ)ew + ug(x)x?e”
5(x)

ui(x)e® + us(x)(z? +2x) = 22@51

r2

I 1
med 16sning u{(z) = T = T 1ug(x) = 1)2+1
x4+ c1,uz(x) = arctanx + c2, c¢1,2 godtyckliga konstanter. Dérur fas y(z) = (arctanz —z +
c1)e” + (arctan x + cp)z?e® = (22 + 1) e® arctan & — we® + c1e® + cpx’e”.

Svar: Den allménna I6sningen ir y(z) = (z2+41) e® arctan £ —ze®+c;e®+cax2e®,

c1,2 godtyckliga konstanter.

Integration ger u(z) = arctanz —

3. Finn laplacetransformen for funktionen 0 <0
. t ,0<t <2
Figur:
. fty=43 ,2<t<4.
> 6 ,4<t<6
" 0 ,6<t
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Losning: Uttryck forst f(¢) med Heavisides stegfunktion 2(¢) och omforma,

F@) = tU(t) = U(t = 2)) + 33Ut - 2) Ut —4)) + (6 - )(U(t - 4) - U(t - 6)) =
=tU) = ([t =3)Ut —2) = (t=3)U(t —4)+ (t —6)U(t —6) =

=tU(t) = ((t=2) = DUt =2) = ((t—4) + DUt —4) + (t = 6)U(t - 6),

for att anvanda att E{g(t a)L{(t —a)} =e*L{g(t)}, (a>0).

Vitin LU0} = F(s) = & — e 2'(k — )~ + )+ e
Svar Laplacetransformen ar F(s) = 52 —e 25(4 — 1) e 45 (4 )_|_ 6_658%

(: = (1 —23 _ —4s + e—6s) _|_ 3(6_28 _ 6—43))

(Alternativt kan man forstas berdkna integralen i laplacetransformens definition.)



4. Finn alla kritiska punkter for foljande autonoma system. Bestdm ocksa for var och en
av dem (om mojligt) dess typ och avgér om den ar stabil eller instabil.

{x’:x(y—2>
y' =y(x-3)

Losning: De kritiska punkterna &r l0sningarna till ekvationssystemet {x(y -2 =0
Den forsta ekvationen ger att x = 0 (da den andra ger att y = 0) ( =
eller y = 2 (da den andra ger att = 3). De kritiska punkterna
ar alltsa (0,0) och (3,2). For att linearisera kring dem kan vi
anvanda jacobimatrisen J(x,y) = (yf ol3)

Fér (z,y) = (0,0), J(0,0) = (%), med egenvirden \; =
—2, Ao = —3. Tva reella egenvérden, bada negativa, sa (0,0) &r
en stabil nod.

Pss. J(3,2) = (93), med egenvarden A2 = V6. Tva reella
egenvirden med olika tecken, sa (3,2) &ar en sadelpunkt, saledes
instabil.

Svar: Kritiska punkter: (0,0), en stabil nod, och (3, 2), en sadelpunkt (instabil).

(Har fas J(0,0) och J(3,2) enklare genom att betrakta termer i z’, y’ som ar linjara i avvikelsen.)

5. Finn (fourier-)sinusserien for funktionen f(z) =1—2, 0 <z <.

Vad konvergerar serien mot da x = —57

Losning: Sinusserien for f(z) (definierad pa intervallet [0,7]) ges av > oo, b, sinnz, dir,
forn=1,2,..., by=2 [ f(z)sinnzds =2 [[(1-x) sinnxd.x = %r [—(1- x)%]g -
%foﬂ' _(_l)cosnnm de = % (_(1 _ 7_‘.)cosnnfr 4 (1 _ O)cosnn-O) _ % [Sll;ll;m]o —

2(-0-mSE 1 2) - 20-0) = (1= (<)) F + ()2

f:s sinusserie konvergerar mot en udda, 27-periodisk funktion som sammanfaller med f(x)
da (f(xz) ar kontinuerlig och) 0 < z < m. For x = —7 konvergerar den alltsa mot
~fE)=-1-5=5-1

Svar: Serien ary> > (11— (—1)™) ﬂzn (—=1)"2) sin na.

Foér x = —7 konvergerar den mot 7 — 1.

(Alternatlvt kan man kombinera sinusserierna for 1 och = (fran formelsamlingen).)

I figurerna visas partialsummorna med 10 respektive 30 termer:
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