KTH Matematik

Loésningar tentamen 10 januari 2007 i 5B1206, Differentialekvationer I

1. Finn alla kritiska punkter och avgdr deras stabilitet for differentialekvationen

y' = ((3)? — (arctany)?)ev.

Lo6sning: Kritiska punkter ges av nollstéallen till HL Y ‘ -1 1
fly) = ((§)? — (arctany)?)e? = (§ + arctany)(§ — fy) | — + -
arctany)e¥, dvs y = +1. Tabellen t.h. ger svaret. y(z) |\ /! AN

Svar: De kritiska punkterna dr y = —1 (instabil) och y = 1 (stabil).
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2. Differentialekvationen x%y” — 2xy’ + 2y = 0, = > 0, har en 16sning y; (z) = .
Bestam den allméinna l6sningen till ekvationen x%y” — 22y’ + 2y = —z, x > 0.

Loésning: Med reduktion av ordningen kan vi forenkla losandet (ocksa) av den in-
homogena ekvationen. Vi skriver y(z) = u(x)yi(x) = u(x)x (detta ir inte en ansats (dvs ett
antagande om 15sningens form), varje y(x) kan skrivas sa (ty = > 0)). Det ger y’ = v’z + u och
y"” =u"x + 2u’. Insittning ger for u(x) ekvationen x?(u”x + 2u’) — 2x(u'x + u) + 2ur =
2u’ = —x, sdu’ = —I% ochu’ = %—FA, u=In|z|+Ax+ B, A, B godtyckliga konstanter,
dvs (z > 0) y(z) = u(z)z = xInx + Az? + Buz.

Svar: Allmén 16sning y(z) = zlnx + Az? + Bz, A, B godtyckliga konstanter.

3. Lat y(t) vara den 16sning till differentialekvationen y” + 3y’ + 2y = 6(t —4) som uppfyller
begynnelsevillkoren y(0) = 3, y’(0) = 5. Vad &r y(5)7 d(¢) &r Diracs deltafunktion.
Losning: Laplacetransformering av ekvationen ger, med L{y(t)} = Y(s), L{y'(t)} =
sY(s) —y(0) = sY(s) — 3, L{y"(t)} = s?Y(s) — sy(0) — y'(0) = s*Y(s) — 3s — 5 och
L{5(t—4)} = e™4, att s2Y (5) =35 —5+3sY(5) —9+2Y (s) = e7%, dvs (s> +35+2)Y(s) =
(s+2)(s+1)Y(s) = 3s+ 14+ e~ 1. Vi léser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y (s) =

si2 + Sfl - 65;429 + % Eftersom £{e*} = - och L{f(t —b)U(t —b)} = e **F(s) (da
b > 0, U ir Heavisides stegfunktion) fas y(t) = 11le™t —8e ™2t + (e=(!=4) — e=2=1)) (¢t — 4).
Svar: Det sokta virdet ar y(5) = 11le™® — 8e 10 471 — e~ 2.

4. Formulera den icke-linjira andra ordningens differentialekvationen z” —x(x’)?+sinz = 0
som ett plant forsta ordningens autonomt system och finn alla systemets kritiska punkter.

Loésning: En andra ordningens ekvation for x(¢) kan uttryckas som ett forsta ordningens
system for z(t),y(t) genom att lata y = z’.

I vart fall ger det systemet 2’ =y, y' = 2" = z(2')? — sinx = ry? — sinx.

Dess kritiska punkter ges av y = 0, 2y? —sinz = 0, dvs y = 0, sinz = 0, med l5sningar
(nm,0), n heltal. { '
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Svar: Systemet :cl -Y , kritiska punkter (nm,0), n = 0, £1,+£2,...

y' = zy? — sinzx



5. Finn (fourier-)sinusserien for funktionen f(z) =e™%, 0 < <.

Vad konvergerar serien mot da x = 37”?
Losning: Sinusserien for f(z) (definierad pa intervallet [0,7]) ges av > oo, b, sinnz, dir,
forn =1,2,..., b, =2 [ f(x)sinnzde = 2 [[e *sinnzds = 2 [[ e Ime™ dz =

2y [T+ gy = 2 Iy [ﬂr — 21y (%) — 2[m (((—1>"e*"—1)<—1—m>) _
s 0 ™ 0 ™ s

—1+in —1+in 14+n2
2n(1—(—1)"e~™)
m(n2+1)

f:s sinusserie konvergerar mot en udda, 27-periodisk funktion som sammanfaller med f(x)
da (f(x) &r kontinuerlig och) 0 < z < 7. For # = 3T konvergerar den alltsd mot detsamma

(alternativt kan man anvénda formel 330, sid. 175 i BETA.)

2
som for 2 — 2r = =X (27r-periodisk),_n'amligen (udda) mot —f(5) = —e 2.
Svar: Serien #r ) o | % sin nx.

. -
For ¢ = 37" konvergerar den mot —e™ 2.

I figurerna visas partialsummorna med 15 respektive 50 termer:

6. Tva bassanger innehaller (salt)vatten, vardera med volymen V (liter).

Méngderna salt i dem vid tiden ¢ &r x4 (¢) respektive z5(t) (kg).

Till basséing 1 fors sotvatten med flodet r (1/min), fran basséng 1 fors (fullstandigt blandat)
vatten till basséng 2 med ett lika stort flode r och fran bassing 2 flodar (fullstandigt blandat)
vatten ut, ocksa det med flodet r.

Vid tiden ¢ = 0 &r méngden salt i bassing 1 a (kg), medan bassing 2 innehaller rent
sotvatten, dvs z1(0) = a, x2(0) = 0.

Hur mycket salt finns i varje bassing nir de innehaller lika mycket, dvs vad &r x1(to) da ¢g
ar sadant att Il(t()) = Ig(to)?

Losning: x{, x4 ges av (netto)tillford méangd salt per tidsenhet (flodexkoncentration), sa

r{ = -1 Ty = HT1— T2
z1(0) =a 22(0) =0

Det férsta problemet har 16sningen x1(t) = ae~ V!

och da man sétter in den i den andra
ekvationen fas x5 = — {22 + (ra e~V dvs (med integrerande faktor etc) (e%txg)/ = {a,
s& zo(t) = Late vl + Ce V! C konstant. z2(0) = 0 ger C = 0, sa losningen blir
z1(t) =ae Vi xy(t) = Hate Vi

Villkoret 1(to) = x2(to) ger 1 = $to, sé to = ¥, som ger x1(tg) =ae™ '
Svar: Mingden salt i vardera basséingen blir ae~1 (kg).

7. Begynnelsevardesproblemet gy’ = 3;5%, y(0) = —1, “ ye

159 p
bestdmmer y(z) for alla z. Finn xg sa att y(xg) = 1. y o /
Lésning: Ekvationen dr separabel. Man finner (3y? + 1)y’ = a2 059

och med integration 3% +y = %3 + C, C konstant. y(0) = —1 ger = =7 RS 3
C=-2,s82°=3(1>2+y+2). y=1gera®=3-4=12. B -
Svar: Det stkta virdet ir o = v/12. 5]




8. Finn alla kritiska punkter for foljande autonoma system och bestdm for var och en av
dem (om mojligt) dess typ och avgor dess stabilitet.

' =z(x+y+1)
y'=1-2"—y

Losning: De kritiska punkterna ar 1osningarna till ekvationssystemet
Den andra ekvationen siger att y = 1 — 2 och d& det sétts in i

den forsta fas z(2 + z — 22), med 16sningar x = 0,2, —1. Med y enligt ovan fas de kritiska
punkterna (0,1), (2,—3) och (—1,0).

For att linearisera kring dem anvander vi jacobimatrisen

Iw,y) = (2370 7).

For (z,y) = (0,1), J(0,1) = (§ %), med A1 2 = 2, —1. Tva reella
egenvérden med olika tecken, sa (0,1) ar en sadelpunkt (instabil).
Ps.s. J(2,-3) = (2, 2), karakteristisk ekvation A% —

zz+y+1)=0
1—22—y=0

egenvarden \j o = % + 44/ %. Icke-reella egenvarden med

ReAq,2 > 0, sa (2, —3) &r en instabil spiralpunkt. :
Och J(—1,0) = (31 j), karakteristisk ekvation A\? 42\ +3 =0, :
egenvarden A\j o = —1 =+ iv2. Icke-reella egenviirden med .
ReA12 <0, sa (—1,0) &r en stabil spiralpunkt. A /
Svar: Kritiska punkter: (0, 1) (sadelpunkt, instabil), (2, —3) (instabil spiralpunkt)
och (—1,0) (stabil spiralpunkt).
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9. Finn u(z,t) som uppfyller % +u= %7;, t>0,0<z<m,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
u(x,0) = sin 3z, 0<z<m.

Losning: Variabelseparation. Vi soker en 16sning av formen wu(z,t) = X (2)T'(¢) till ekva-
tionen och randvillkoren. Ekvationen ger X "T + XT = XT’, dvs XTH +1= %’ Eftersom
ingen annan term innehaller z, maste XTH vara konstant, kalla den —\, sa TT’ =1-A\
Randvillkoren ger problemet X" + XX =0, X (0) = X () = 0, vilket har 18sningar (andra
dn 0) precis dd A = n?, n = 1,2,..., nimligen X, (z) = a, sinnz.

Motsvarande T-16sningar ir T, (t) = b,e(="")t.

Hela de separerade 16sningarna ar alltsa u,(z,t) = X, ()T, (t) = ¢, sinnz e(=n)t,
Superposition ger allmdnna losningen u(z,t) = > | ¢, sinnz e(1=n®)t,
Koefficienterna c,, bestims av begynnelsevillkoret u(z,0) = >°°° | ¢, sinnz = sin3z, 0 <
x < . Tydligen ¢s =1 och ¢, =0, n # 3, sa:

Svar: Losningen ar u(z,t) = sin 3z e8¢,

10. Funktionen Jy(t), en s.k. besselfunktion, &r en 16sning y(t) till

Visa att dess laplacetransform ar £{Jy(t)} = \/e;T

Utan bevis far anvindas att lim,_,o sY (s) = y(0) = 1.

Losning: Eftersom L{tf(t)} = —F'(s), L{f'(t)} = sF(s) — f(0) och

L{f"(t)} = s>F(s) — sf(0) — f'(0), ger transformering av ekvationen for y(t) = Jo(t) att
—4 (%Y (s)—5-1-0)+sY(s)—1— LY (s) =0,dvs —s?Y' =25V +1+sY —1-Y' =0,

vilket kan formas om till Y/ + SzilY = 0. Den ekvationen har den integrerande faktorn

el FF % = 3" +1) = \/52 1 1 och ekvationen blir (Vs2+1Y)' =0,8aY(s) = \/séﬁ’ A
konstant. lim, .., sY(s) = 1 ger att A =1, 54 L{Jo(t)} = —— saken &r klar.

4/ s2+1 ’

ty" +y' +ty=0
y(0) =1, y'(0) =0




