KTH Matematik

Losningar kompletteringen 5B1206, Differentialekvationer I, 9 februari 2007
(till tentan 10 januari 2007)

1. Finn den funktion y(x) som l6ser foljande begynnelsevirdesproblem och ange det storsta
intervall dar funktionen ar en 16sning till problemet

y' =y?sinx
y(0) =3
y/

Lo6sning: Ekvationen ar separabel, den kan skrivas el sin x.
Integration ger f% = —cosz + C, dar C ar en konstant som

bestédms av villkoret att y(0) = 1. Det ger —+ = —cos0+ C =

—1+C,sa C = —1. Da y(z) léses ut, fas y(z) = ﬁ Det "
storsta intervallet dér denna funktion &r definierad (och deriver-
bar) och som innehaller z = 0 &r | — 7, 7]

Svar: Losningen ar y(x) = I_H%w, di <z <. -
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2. Visa att foljande differentialekvation har en 16sning y(z) = 22,

2?y” + (202 —4x)y’ — (4o — 6)y =0, = > 0.

Anvénd sedan detta for att finna den allménna 16sningen till ekvationen.

Lésning: Vi anviinder "reduktion av ordningen”. Lat y(z) = u(z)y:1 () = 2%u(z).

Da fas y’ = z?u’+2zu och y” = 2?u” +4xu’+2u, si inséttning i ekvationen ger 22 (x?u” +
dzu’ + 2u) + (222 — 4z)(2%u’ + 22u) — (42 — 6)2%u, dvs den givna ekvationen &r ekvivalent
med 2z*u” + 2z%u’ = 0, dvs u” + 2u’ = 0. Speciellt ses att u(x) = 1 dr en lésning, si
y(z) = x? ir en 16sning till den givna ekvationen.

u-ekvationen ger (integrerande faktor €2 etc.) (e**u’)’ =0, u’ = Ce™2*, C en konstant,
och u=—-%e 2 4+ B. y(z) = 2%u(z), s&

Svar: Allmén 16sning y(z) = Az%e~2* + Bz?2, A, B godtyckliga konstanter.

3. -

4. Finn den allménna lésningen x(t) till ekvationen

x'—16x
T\9 4)7

Losning: Lat A = (§9), sa ekvationen &r x’ = Ax.

Forst bestammer vi A:s egenvarden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir 0 =
det(A — M) = ['5* % | = (1 =XN(A—X) —6-9 =A% -5\ — 50, med osningar Ay =
54+,/(5)2—(-50) = 2 + 15 = 10,—5. Motsvarande egenvektorer fas som lsningar till
(A - XDk =0, dvs

for &y =10: (3 %] ) e (*2] ), vi kan vilja egenvektorn ky = (3),

for Ao = =5: (§5] 9) < (331 9), vi kan vilja egenvektorn ko = ( ;).

Den allménna 16sningen till ekvationen ges av (¢1,2 godtyckliga konstanter)

x(t) = 3, cikieMt = c1 ket + cokoe?! = ¢p (3) e 4o (1) e

2
0
),

. v . .. 2 1
Svar: Allménna l6sningen dr x(t) = c; (3> el%t 4 ¢, (_1> e %%, c¢1,2 konstanter.



5. En stav av langd L har vid tiden ¢t = 0 temperaturen
T 3rx
,0) =sin — + 2sin —.
u(z,0) = sin T in—
Stavens &ndpunkter vid = 0 och & = L halls vid temperatur 0.
Bestdm u(x,t) for ¢ > 0, d4 temperaturen i staven antas uppfylla den endimensionella

varmeledningsekvationen.

Lo6sning: Problemet blir

%u 1 0u

_— == = Lt PDE
922 % ot 0<xz<L,t>0,

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0, RV

u(z,0) =sin %L +2sin 32 0 <z <L BV

Variabelseparation, vi séker 16sningar av form u(z,t) = X (z)T'(¢) till PDE+RV:
{X” =17 — — ), konstant

X kT
X0)=X(L)=0
ger som vanligt icke-triviala losningar bara da A = A, = (%F)2,
X, (x) = konst. - sin “F¢, T, (t) = konst. - e‘k("T")Qt, n=12...,

o . _(nm)2
sa up(r,t) = by sin 272 e k()"

Superposition ger 16sningen

Ul t) = Y5 n(,6) = 752, b sin 252 KO,
dér by, bestdms av u(z,0) = > 7 by, sin “7E.

I vart fall &r u(z,0) = sin 2% + 2sin 272,

dvs by = 1, by = 2, 6vriga b, = 0, sa

Svar: Temperaturen blir for 0 < x < L, t > 0:

. —k(=)2 . (872
u(xz,t) =sin e k(L)t+2s1n3’TTme k()7



