(Differentialekvationer I, ht07: F18, ma 29 oktober)

Variabelseparation for vagekvationen och Laplaces ekvation

1. Vagekvationen i en (rums-)dimension

ul, = Suj, PDE

uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0 RV
u(z,0) = f(z) 0<z<L BV
up(x,0) = g(z)

Separerade losningar till PDE+RV: u(z,t) = X (2)7T'(t) ger

{X_” = LT0 = )\, konstant

X(0) = X(L) = 0

Alla icke-triviala: w,(x,t) = (a, cos % + b, sin 7% ) sin M2 n =1,2,...
Superposition ger u(z,t) => 7, un(m t) och konstanterna ap, by

u(z,0) =3 a,sin = f(r)

(i, 0) = 32,7 by " sin #7% = g(z)

bestams av BV { sinusserier

I en dimension (som hér) kan 16sningen skrivas
z+at

u(z,t) = %(fu(x—at)—l—fu(x—l—at))%—i/ gu(y)dy, d’Alemberts 16sning

—at

(fu, gu &r de udda, 2L—periodiska fortsittningarna av f, g).

2. Laplaces ekvation i tva dimensioner
Losningar till Laplaces ekvation kallas harmoniska funktioner.
Problemet i en rektangel kan delas upp i fyra problem som

Au = uy, + uy, =0 PDE
u(0,y) = ula,y) = u(z,00=0 oo
u(z,b) = f(x)

Separerade losningar till PDE+homogena RV: u(x,y) = X (2)Y (y) ger

X// . Y// .
{7 = —3 = —A, konstant

X(0) = X(a) = Y(0) =0

Icke-triviala 16sningar: w,(z,y) = sin " *sinh *2 n=1,2,...
Superposition ger u(z,t) => " b un(w t) och konstanterna b,, bestams av
inhomogena RV u(z,b) = 37 | b, sinh 2 sin %% = f(z) sinusserie

Variabelseparation i poldra koordinater ger 16sningen (snéll i origo):

— Z r"(a, cos nf + b, sinnf) (: Z Cnr”e’m)

n=0 n=-—00
Speciellt &r vardet for r =0, w(r,-) =ao=co = 5= ["_u(R,0)df, dvs
medelvardesegenskapen: Om u ar harmonisk, ar u(x y) = medelvirdet av
vardena pa en cirkel med (z,y) som medelpunkt. Déarur fas

maximumprincipen: Om v dr harmonisk ( i ett sammanhéngande omrade)
och har lokalt maximum eller minimum i en inre punkt ar v konstant.

Harmoniska funktioner ar C*°, dvs godtyckligt manga ganger deriverbara.



