(Differentialekvationer I, ht07: F17, to 25 oktober)
Tre viktiga linjara PDE

1. Varmeledningsekvationen i en (rums-)dimension

u(zx,t) temperaturen vid x, tid ¢, i en stav med endimensionell varmeledning.
Energijamvikt for ett litet stycke av staven ger ekvationen. (k > 0, konstant.)

Ekvationen typiskt problem:

Pu 1 0u Uy = %U:f PDE
o2 kot uw(0,t) =u(L,t)=0, t>0 RV
en parabolisk ekvation u(z,0) = f(z), 0<z<L BV

Om en dndpunkt ar termiskt isolerad fas RV (9 ,¢) = 0.

Koncentrationen av ett diffunderande &mne lyder samma ekvation.

2. Vagekvationen i en (rums-)dimension

u(x,t) utslaget vid z, tid ¢, for en spand strang.

Kraftekvationen for en kort bit av stringen ger ekvationen. (a > 0, konstant.)

Ekvationen typiskt problem:

Pu 1 6%u ull, = Suj, PDE
o2 a2 o2 u(0,t) =u(L,t) =0, t>0 RV
en hyperbolisk ekvation u(z,0) = f(z)

(2,0) = glz) O<zx<L BV
Ekvationen beskriver manga sorters vagrorelse (men inte vattenvagor).
RV «/(9,t) = 0 fas for gassvangningar inuti och lings ett rér med en 6ppen
dnde (t.ex. en fl6jt) och for en strang fést i en masslos, friktionsfri ring.

3. Laplaces ekvation i tva dimensioner

u(z,y) stationdr (dvs tidsoberoende) temperaturférdelning.
Att nettoinflodet genom en sluten kurva maste vara 0 ger ekvationen.

Ekvationen typiskt problem:

Pu u " "

ﬁjLW:O {uw+uyy:0 PDE
x Y o

en elliptisk ekvation u@y) = fl@y), (v.y)el RV

Ett givet flode genom I (t.ex. isolering) ger RV med villkor pa Vu - 7.

Losning av varmeledningsekvationen med variabelseparation

For att 1osa varmeledningsproblemet ovan soker man forst separerade losningar,
dvs pa formen X (x)7T(t), till PDE4+RV.

PDE ger XTH = %TT/ = —\, konstant, och X(0) = X(L) =0, sa

Uy (2,t) = sin 272 e Rt ), = (22, n=1,2,...

Superposition ger 16sningar u(x,t) = Y >~ byu,(z,t), b, konstanter.

b, ges entydigt av BV: u(z,0) = >0 b,sin M1 = f(z), f(x):s sinusserie.
For alla t > 0 avtar b, e *('Z)’ snabbt med n, u(z,t) & C*, dvs godtyckligt
manga ganger deriverbar.

For ”de flesta” BV har ekvationen ingen 16sning for ¢ < 0, den beskriver fun-

damentalt irreversibla forlopp.
En explicit 16sning till PDE: v(x,t) = \/4;% e"ik  (— §(x) dadt — 0+)
och till PDE+RV: > > (v(z — (a+2nL),t) —v(zx — (—a+ 2nL),t))

n=—oo




