Losningar ks4 i SF1633 Differentialekvationer I, 1 nov 2007

1) (3p) Bestdm den allménna 16sningen till systemet

()=o) ()

dér o = x(t) och y = y(t).

Losning: C = (% ) ger karakteristiska ekvationen

-2 1

0 = det(C — AI) = '_1 Y

‘:/\2+1 — \ = +i.

A=i=C—-\= (:i _lz) ~ <i 2) med egenvektorn ('}

Vi far alltsa den komplexa losningen

1) e — (1 (cost +isint) = cost ) | (smt :
1 () —sint cost
varur

Svar: Den allmanna l6sningen ar
(a:) =A ( cost ) + B (smt) , A, B godtyckliga konstanter.

S
SN—

Yy —sint cost
ALTERNATIVT:
@r_ dy <= *u + 0=
—_— = — = — _— xr =
ez dt dt?
d
r = A cost+ B sint och y:d—f:A(—sint)—l—Bcost.

2) (3p) Lat a € R. Det icke-linjara systemet

d
Zoyy ax(z® + y?)
* dt
) &
i ay(z® + y*)

har uppenbarligen origo (0,0) som en kritisk punkt. Linjarisera (*) i origo och
bestam vilken typ av kritisk punkt som det linjariserade systemet har dar.

Losning: Linjariseringen i origo ges av

dfeN _(y\_(0 1\(x
dt\y) \—z) \-10)\y)’
Antingen, med bokens 7A-metod:

7T=0+0=0, A =1= origo ar ett centrum,

eller, med hjélp av egenvirdena, vilka som i uppgift 1) fas till +i (dvs rent
imaginéra, # 0), ses detsamma.

Svar: Origo ar ett centrum for det linjariserade systemet.



3) (3p) For att forsta hur losningarna till (*) ovan uppfor sig nira origo borjar

vi med att infora
r(t) = V22 (t) + y2(2).
Visa att
dr d d
2_:_2:_2 2 sr lik 24
" dt(r ) dt(x (t) +y*(t)) ar lika med 2ar®,

och slut harur att p
r
= ar® om r#0.
Anvénd l6sningen av den senare differentialekvationen for att forsta vilken typ
av kritisk punkt som origo ar da a > 0 respektive a < 0.

Losning;:
d d d d
27”d—: = Qxd—f - de_i =2a (2* +¢*)? = 201" = d_: =ar® om r #0.
Vi far alltsa en separabel differentialekvation som loses pa vanligt sétt da r # 0:
d 1 1
—T:ar?’ — [r3dr=a | dt < —=r?=at—=-C
dt 2 2

1

——
\/ 2 Ol 2at

= r?=0C—-2at=r"%0) —2at <= r =

Sa
a>0:r—oodat 2&+2(0) — instabilitet,
a<0:r—0dat— oo= asymptotisk stabilitet.



Losningar ks5 i SF1633 Differentialekvationer I, 1 nov 2007

1) (Varje delfraga ger i%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke-

negativa heltal.)

a)

b)

f)

sant

falskt

Om funktionerna f(z) och g(x) &r ortogonala pa
intervallet [—m, 7], maste f(x)+g(x) och f(x)—g(x)

X

ocksa vara det. [Nej, bara om || f|| = ||g]|.]
Cosinusserien for funktionen f(x) =1 — sin 2z,

0 <z < 7, konvergerar for x = % mot 2.

[Ja, mot en 27-periodisk jamn funktion, sa for %” som
for 2% — 2w = — 3T som for —(—2F) = 3T, mot f(2F) = 2]

Fourierserien for den periodiska funktionen f kan inte
konvergera i en punkt dar bade f och f’ ar diskon-
tinuerliga. [Joda, se Thm 11.1, s.437 1 ZC|]

Produkten av en jamn och en udda funktion ar alltid
udda. [Javisst, se Thm 11.2, s.441 i ZC.]

Vérmeledningsekvationen (i en rumsdimension) &r
&y __ 10u

%22 = %5 k en konstant. [Ja, sd ér det.]

Funktionen u(z,t) = 2?2 + a®t* ar en losning till
vagekvationen (med vaghastighet a).
[Ja, bada leden blir 2 (eller 2a?).]

2a) (2p) Finn fourierserien for den 27-periodiska funktion f som uppfyller

f(x):{l —7r§x§0.

2 O<zx<m

b) (1p) Vad konvergerar serien mot da « = 37?7

Losning: a) Fourierserien for f(z) pa [—m, 7| ges av

% + ;(an cosnx + by, sinnx),

med a, = [T f(z)cosnzdz, b,=1[" f(z)sinnzde.
I vart fall:

ag =

/()

b, = % (firl-Sinnxdx+f0ﬂ2~sinna:dx> = % ([—MKW + [

1
(=

%(f?ﬂldx—i—foﬂde) :%(71'4-271'):3

— 9 — f(x) — 2 ir en udda funktion, sd a, =0, n=1,2,...

2 2

n

2
cos 0 + cos(—nw) — 2 cosnw 4 2cos 0) = =ED° — {W”

0

_QMK;-) -

n udda

n jamnt

b) Da x = 37 blir alla sin-termer 0, sa serien konvergerar mot %

Svar: a) Fourierserien ar 3 4+ 5  1=CD" gin ng.
2 n=1 ™
b) Foér x = 3w konvergerar den mot g



3) (3p) En strang har sina dndar fasta i punkterna z = 0 och x = 7.

Vid t = 0 slapps den fran ldget u(z,0) = sinx + sin 2z med hastigheten 0.
Bestam strangens lage u(x,t) for t > 0, 0 < x < 7, da laget forutsitts uppfylla
vagekvationen (med vaghastighet a).

Losning: (Mer detaljerad &n vad som krévs av de skrivande)
Problemet blir

0? 1 0

8_:1;7; == 8_157;’ 0<z<mt>0, PDE (vagekvationen)

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0, RV (&ndarna sitter fast)

u(z,0) =sin z+sin2z, 0 <z <m BV (laget vid t = 0)

u(z,0)=0, 0<z<m BV (strangen slapps med hastighet 0)

Variabelseparation, vi soker 16sningar av form u(z,t) = X (x)T'(t) till PDE+RV:
{X” = L T7 — _), konstant

X a? T

X(0) = X(r) =0
ger som vanligt icke-triviala 16sningar bara da A = \,, = n?,
X, (z) = konst. - sinnz, T,(t) = a,cosnat + b, sinnat, n=1,2,...,
sa uy,(z,t) = sinnz(a, cos nat + b, sin nat)

Superposition ger 16sningen

u(z,t) =307 up(x,t) =Y 0 sinnx(a, cosnat + b, sinnat),

dar a,, b, bestams av BV:

u(x,0) =3 > a,sinnx och uj(z,0) = >~ nab, sinnz.

[ vart fall &r w(z,0) =sinz +sin2z,sa a4y =ay =1, a, =0, n =3,4,...
och uj(x,0) =0, sa alla b, = 0.

Insattning ger

Svar: Strangens lage for 0 < x < mw, t > 0:

u(xz,t) = sinx cosat + sin 2x cos 2at



